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Theoretische Physik für LAK III: Übung 6

von
Naja v. Schmude (4127652), Gruppe: Montag

Aufgabe 1

Es sind verschiedene Erwartungswerte und mittlere Verschiebungsquadrate für ein Teil-
chen mit Zustand

ψ1(x) = (α/π)1/4 ∗ 1/
√
2 exp[−αx2/2] ∗ 2x

√
α = (α/π)1/4

√
2α

︸ ︷︷ ︸

=c

x exp[−αx2/2]

in einem eindimensionalen harmonischen Oszillatorpotenzial zu berechnen.

< x > =

∫
∞

−∞

x|ψ1(x)|2dx =

∫
∞

−∞

x(cx exp[−αx2/2])2dx

=

∫
∞

−∞

x ∗ c2x2 exp[−αx2]dx

= c2
∫

∞

−∞

x3 exp[−αx2]dx

Aus Übung 0 wissen wir
∫
∞

−∞
exp[−βx2]dx =

√
π
β . Wir führen jetzt eine partielle Inte-

gration durch, und wenden unser wissen an:

< x > = c2
([

x3
√
π

α

]∞

−∞

−
∫

∞

−∞

3x2
√
π

α
dx

)

= c2
([

x3
√
π

α

]∞

−∞

−
[

x3
√
π

α

]∞

−∞

)

= 0

< x2 > =

∫
∞

−∞

x2|ψ1(x)|2dx =

∫
∞

−∞

x2(cx exp[−αx2/2])2dx

=

∫
∞

−∞

x2 ∗ c2x2 exp[−αx2]dx

= c2
∫

∞

−∞

x4 exp[−αx2]dx

= c2
([

x4
√
π

α

]∞

−∞

−
∫

∞

−∞

4x3
√
π

α
dx

)

= c2
([

x4
√
π

α

]∞

−∞

−
[

x4
√
π

α

]∞

−∞

)

= 0
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Jetzt kommen wir zu den Impulsmittelwerten. Dazu müssen wir zunächst den Impuls
aus der ortsabhängigen Wellenfunktion gewinnen. Dies geht mit dem Impulsoperator
p̂x = −i~ d

dx .

< px > =

∫
∞

−∞

dx ψ1(x)
∗(−i~ d

dx
)ψ1(x)

=

∫
∞

−∞

dx cx exp[−αx2/2] ∗ (−i~c)
(
exp[−αx2/2] + x(−αx) exp[−αx2/2]

)

= −ic2~
∫

∞

−∞

x exp[−αx2]− αx3 exp[−αx2] dx

= −ic2~








∫
∞

−∞

x exp[−αx2]dx− α

∫
∞

−∞

x3 exp[−αx2] dx
︸ ︷︷ ︸

=0








= −ic2~
([

x

√
π

α

]∞

−∞

−
∫

∞

−∞

√
π

α
dx

)

= −ic2~
([

x

√
π

α

]∞

−∞

−
[

x

√
π

α

]∞

−∞

)

= 0

Für p2x lautet der Operator p̂2x = −~
2 d2

dx2 . Wir berechnen also zunächst die zweite Ablei-
tung der Wellenfunktion.

d2

dx2
ψ1(x) =

d

dx

(
c
(
exp[−αx2/2] + x(−αx) exp[−αx2/2]

))

= c
d

dx

(
exp[−αx2/2] ∗ (1− αx2)

)

= c
(
exp[−αx2/2](−αx)(1 − αx2) + exp[−αx2/2](−2αx)

)

= c exp[−αx2/2] ∗ (−αx+ α2x3 − 2αx)

= c exp[−αx2/2] ∗ (−3αx+ α2x3)

< p2x > =

∫
∞

−∞

dx ψ1(x)
∗(−~

2
d2

dx2
)ψ1(x)

=

∫
∞

−∞

dx cx exp[−αx2/2] ∗ (−~
2)c exp[−αx2/2] ∗ (−3αx+ α2x3)

= −c2~2
∫

∞

−∞

exp[−αx2] ∗ (−3αx2 + α2x4) dx

= −c2~2








∫
∞

−∞

exp[−αx2] ∗ (−3αx2)dx+

∫
∞

−∞

α2x4 ∗ exp[−αx2]dx
︸ ︷︷ ︸

=0








= 3αc2~2
∫

∞

−∞

x2 exp[−αx2]dx
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Auch dieses Integral ist vom 0. Übungszettel bekannt:

∫
∞

−∞

x2 exp[−βx2]dx = − d

dβ

√
π

β

=

√
π

2
√

β3

Damit gilt

< p2x >= 3αc2~2
√
π

2
√
α3

Aufgabe 2

a) Es sind die beiden gegebenen Wellenfunktionen zu normieren. Zur Normierung
muss folgende Gleichung erfüllt werden 1 =

∫
∞

−∞
|ψ(r)|2d3r.

1 =

∫
∞

−∞

|ψ1(r, φ, θ)|2d3r

1 = A2

∫
∞

−∞

exp[−2r/aB ]r
2 sin θdrdφdθ

1 = A2

∫
∞

0

r2 exp[−2r/aB ]dr ∗
∫ π

0

sin θdθ ∗
∫

2φ

0

dφ

︸ ︷︷ ︸

=4π

1 = 4πA2
Γ(3)

(2/aB)3

1 = 4πa3BA
2
2!

8
1 = πa3BA

2

A =

√

1

πa3B
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1 =

∫
∞

−∞

|ψ2(r, φ, θ)|2d3r

1 = A2

∫
∞

−∞

r2 exp[−r/aB ] sin2 θ (exp[−iφ] ∗ exp[iφ])
︸ ︷︷ ︸

=1

r2 sin θdrdφdθ

1 = A2

∫
∞

0

r4 exp[−r/aB]dr ∗
∫ π

0

sin3 θdθ ∗
∫

2π

0

dφ

︸ ︷︷ ︸

=2π

1 = 2πA2
Γ(5)

(1/aB)5
∗
∫ π

0

1

4
(3 sin θ − sin(3θ))dθ

1 = 12πA2a5B ∗
(∫ π

0

3 sin θdθ −
∫ π

0

sin(3θ))dθ

)

1 = 12A2a5B ∗






3[− cos θ]π0
︸ ︷︷ ︸

=6

− [−1

3
cos(3θ)]π0

︸ ︷︷ ︸

=2/3







1 = 12A2a5B ∗ 16

3
= 64A2a5B

A =

√

1

64a5B

b) Die Erwartungswerte von r für die beiden Funktionen ist zu berechnen.

< r1 > =

∫
∞

−∞

r ∗ |φ1(r, φ, θ)|2d3r

= A2

∫
∞

−∞

r ∗ exp[−2r/aB ]r
2 sin θdrdφdθ

= A2

∫
∞

0

r3 exp[−2r/aB ]dr ∗
∫ π

0

sin θdθ ∗
∫

2π

0

dφ

︸ ︷︷ ︸

=4π

= 4πA2
Γ(4)

(2/aB)4

= 4πA2
3! ∗ a4B

24

=
3

2
πA2a4B

=
3

2
πa4B

1

πa3B

=
3

2
aB
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< r2 > =

∫
∞

−∞

r ∗ |φ2(r, φ, θ)|2d3r

= A2

∫
∞

−∞

r ∗ r2 exp[−r/aB] ∗ sin2 θ ∗ (exp[−iφ] exp[iφ])
︸ ︷︷ ︸

=1

r2 sin θdrdφdθ

= A2

∫
∞

0

r5 exp[−r/aB ]dr ∗
∫ π

0

sin3 θdθ

︸ ︷︷ ︸

=
16

3

∗
∫

2π

0

dφ

︸ ︷︷ ︸

=2π

=
32

3
πA2

Γ(6)

(1/aB)6

=
32

3
πA25! ∗ a6B

= 1280πA2 ∗ a6B
= 1280πa6B ∗ 1

64a5B
= 20πaB

c)

5


