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von
Naja v. Schmude (4127652), Gruppe: Montag

Aufgabe 1

a) Fiir den Wurf gilt mZ = —mg. Aus der Vorlesung wissen wir (angepasst fiir den
hier vorliegenden Fall)
1 .
(t) = —557752 + 7(0)t + 7(0)

Gegeben ist des weiteren: 7o = (0,0, 29) und vg = 2. Da der Winkel zwischen der

—
z-Achse und @y v = 7 betrégt, kann der Geschwindigkeitsvektor berechnet werden.
Tp = (xv, 0, Zv)

U = (vg siny, 0, vy cos )

Damit ergibt sich insgesamt

. 1, . .
7(t) = —59752 + ot + 10

1
= —§§t2 + (vg sin~y, 0, vg cos )t + (0,0, zg)
1

- 20 . 20
= ——gt*+ (= 0,= t+(0,0
59t" + (—siny,0, — cos )t + (0,0, 20)

Jetzt ist der Abstand der Masse vom Startpunkt zum Zeitpunkt ¢ = 7 zu bestim-
men. Dazu bestimmt man zunéchst die Position der Masse zu diesem Zeitpunkt.

1
F(r) = — 59T + (? siny, 0, ZT—O cos )7 + (0,0, z0)
2

= (0,0 = £) + (205in7,0, 20 cos ) + (0,0, 20)

2
= <z0 sin+y, 0, —% + zo(cosy + 1))

Der Abstand zwischen ry und r(7) ist gegeben durch

d = |7y — 7|

2
= \/(0 — zosiny)? + 0% + (20 — (—% + 20(cosy +1)))?

y7?
=/ 22 sin?y + (20 + T T 008y — z0)?

2

= \/ 2sin®y + (% — zpcos7y)?
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b) Mit stokes’scher Reibung veréindert sich die Differentialgleichung zu
mZ(t) = —mg — fui(t)

Umgestellt ergibt dies mZz(t)+ f,2(t) = —mg. Diese inhomogene DGL ist nun unter
den Anfangsbedingungen z(0) = 0 und 2(0) = vy zu l6sen. Wir wihlen als Ansatz
2(t) = eM (2(t) = XeM, 2(t) = A\2eM) um die zugehorige homogene DGL zu lésen.

m)\Qe)\t _|_fv)\6)\t =0

RN
m
A12 :i&i
m

Somit ergibt sich fiir die allgemeine Losung der homogenen DGL

z(t) = Aemit 4 Be~mit

=A (COS(%I&) + isin(%t)) +B <cos(%t) - isin(%t))
=(A+ B) cos(&t) + (A - B)isin(ﬁt)

T m Hb/_/ m
= acos(% )+ bsin(%t)

Jetzt muss eine spezielle Losung der inhomogenen DGL geraten werden. Wir wéh-
len als Ansatz z(t) = ct (2(t) = ¢, 2(t) = 0).

Jve=—myg
P—
fo
Es ergibt sich nun
fo - Jo, Mg
t) = —t b —t) — —1t
z(t) a(:os(m )+ sm(m ) 7,
. Jo . Jo fo Jv mg
t) = —asin(L2t) + heos(1Lt) — —2
£(t) masm(m )+ - cos(m ) 7,
2(0)=0
acos(0) + bsin(0) — % x0=0
a=20
Z(O) = 19
v fo mg
— Y4 sin(0) + L2beos(0) — 22 =
masm( )+ - cos(0) 7, v
Jo, mg _
mof,
vo + 24)m
b— ( 0 Fo )
fo
Als Endlésung ergibt sich
(UO + %)m f mg
z(t) = . sin(22t) — —>t
.o T
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Aufgabe 2

Es sollen jeweils zu den gegebenen inhomogenen Differenzialgleichungen unter den An-
fangsbedingungen x(0) = 2 und #(0) = 0 die allgemeine Losungen gefunden werden.

1. Die Differentialgleichung lautet i(t) + 5z(t) = 1. Zunéchst ist die dazugehéorige
homogene Differentialgleichung %(t) + 5x(t) = 0 zu losen. Dazu wihlen wir den
Ansatz z(t) = eM mit ©(t) = AeM und #(t) = A2,

Z(t) + 5x(t) =0
MM 45 =0
A2 =5
)\1/2 == i\/gl

Die allgemeine Losung der homogenen DGL ergibt sich dann zu

x(t) = AeV5it | Be= Vit | Euler-Formel anwenden
=A (cos(\/gt) + isin(\/gt)> + B <cos(\/gt) - isin(\/gt)>
= (A + B) cos(V/5t) + (A — B)isin(v/5t)
——— Hb/_/

= acos(V/5t) + bsin(v/5t)

Nun ,raten* wir eine spezielle Losung der inhomogenen DGL. Als Ansatz probiert
man z(t) = ¢ (£(t) =0, Z(t) = 0).

5c=1
1
c=—
5

Durch Addition der allgemeinen Losung der homogenen DGL und der speziellen

Losung der inhomogenen DGL findet man die allgemeine Losung mit Hilfe der
Anfangsbedingungen:

acos(V5t) + bsin(V5t) + %

—V/5asin(v/5t) 4+ v/5b cos(V/5t)
2

x(t)
x(t)
2(0)
acos(0) + bsin(0) +

@)

1
)

a

cot z(0

)
—V/5a5in(0) 4 v/5b cos(0)
b

Il
O O O wvlo N

Die Losung lautet also
9 1
w(t) = ¢ cos(V/5t) + =

2. Die Differentialgleichung lautet #(t) +5x(t) = ¢+ 1. Auch hier ist wieder zun#chst
die zugehorige homogene Differentialgleichung #(t) + 5z(t) = 0 zu 16sen. Dies ist
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die selbe wie oben, und es ergibt sich also () = a cos(v/5t) 4 bsin(y/5t).
Nun muss eine spezielle Losung der inhomogenen DGL geraten werden. Wir wéhlen
als Ansatz z(t) = ct? +d (&(t) = 2ct, &(t) = 2c).
2c+5x(ct? +d)=t>+1
2c + 5et? + 5d =7 + 1

= 5ct? = t?
c=0,2

2c+5bd=1

0,4+5d=1
d=0,12

z(t) = 0,2t> + 0,12

Jetzt wird wieder die Losung der homogenen DGL und die spezielle Losung der
inhomogenen DGL addiert. Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich dann wieder
die gesuchte Losung.

z(t) = acos(V/5t) + bsin(vV5t) 4 0,2t% + 0,12
i(t) = —Vbasin(V5t) + V5bcos(V5t) + 0, 4t

z(0) =2
acos(0) + bsin(0) + 0,2 % 0% 40,12 = 2
a+0,12 =2
a=1,88
z(t) =0
—V5asin(0) + v5bcos(0) + 0,40 =0
V5b =0
b=20

Die Losung lautet
z(t) = 1,88 cos(v/5t) + 0, 1t2 + 0,12

3. Die inhomogene Differentialgleichung lautet 2#(t) + #(t) — 10x(¢t) = t. Es muss
wieder zunéchst die zugehorige homogene DGL (2% (t) + @(t) — 10z(t) = 0 gelost
werden. Wir wihlen wieder den Ansatz mit x(t) = e* (Ableitungen wie oben).

2\ZeM + AeM —10eM =0
A2+ A—-10=0
A

)\2+§—5:O

Ao = —0,25 4 +/0,0625 + 5
Ao =—0,25+2,25

AN =2

Xo=—2.5

Es ergibt sich als allgemeine Losung

z(t) = ae® + be >
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Jetzt wird wieder eine Losung fiir die inhomogene DGL geraten. Wir wéihlen als
Ansatz x(t) = ct + d (&(t) = ct, &(t) = 0).

c—10(ct +d) =t
c—10ct —10d =t

= —10ct =t
c=-0,1

c—10d =0

—-0,1-10d =0
d=-0,01

Als allgemeine Losung ergibt sich jetzt

a+b—0,01=2
a=1,99 —b
z(0) =0
2ae’ — 2,5be” — 0,1 =0
2a —2,5b—0,1=0
2(1,99 — b) — 2,56 =10,1

—4,5b = —3,88
b=10,86
a=1,13

Die endgiiltige Losung lautet

z(t) = 1,13¢* + 0,86~ 2% — 0,1t — 0,01




