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1. Vektorraum I (2 Punkte)
Bestimmen Sie alle Unterrdume des Zs—Vektorraums Z3.

2. Vektorrdume II (242+2 Punkte)

Die folgende Konstruktion ist eine weitere Moglichkeit, Vektorrdume zu “bauen”. Sie
gibt es in &hnlicher Form fiir andere algebraischen Strukturen (z.Bsp. Gruppen).

Sei V' ein K-Vektorraum und U ein Unterraum. Wir definieren auf der Menge V/U =
{v+ Ulv € V} der sogenannten Nebenklassen von U eine Vektorraumstruktur (der
sogenannte Quotientenvektorraum. Beachten Sie, dass die Nebenklassen selbst wieder
Mengen sind, ndmlich v+U = {v+u|u € U}. Wir definieren Addition von Nebenklassen
und Multiplikation mit einem Skalar auf kanonische Art:

w+U)+(w+U)=@w+w)+U ,ANv+U)= +U

(a) Zeigen Sie, dass diese Operationen wohldefiniert sind, das heifit, nicht von der
Wahl des Représentanten v der Nebenklasse v + U abhéingen und dass man einen
K—Vektorraum erhélt.

(b) Beschreiben Sie die Vektorriume V/V und V/{0}. Beschreiben Sie geometrisch die
Elemente von R? /U und U sei aufgespannt durch den Vektor (1,2).

(c) Zeigen Sie, dass gilt: dim V/U = dimV — dim U.

3. Gleiche Unterrdume (3 Punkte)
Zeigen Sie, dass die folgenden beiden Unterriume des Z# gleich sind. Beschreiben Sie
zunéchst kurz, wie Sie vorgehen.

Lin({(2,1,0,4),(3,3,2,1)}) Lin({(2,0,2,4),(2,3,1,4)})

Welche Dimension hat dieser Unterraum?

4. Lineare Abbildung (2 Punkte)
Zeigen Sie, dass f : R? — R? definiert vermittels

flz,y)=(z—y,0,y — )

linear ist. Geben Sie Kern und das Bild von f an. Was sind deren Dimension?



5. Verstidndnis (1+2+1+2+1 Punkte)
(a) Warum ist R? zusammen mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation
kein Korper?

(b) Richtig oder falsch? Fiir Unterrdume Vi, V5, V3 eines Vektorraum V' gilt :
Vit (VanVs) =(VinVe) +(Vinvs)

(c) Richtig oder falsch? Eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen gleicher
endlicher Dimension ist genau dann injektiv,wenn sie surjektiv ist. Begriindung!

(d) Sei f:V — W eine surjektive lineare Abbildung und dim V' = 6,dim W = 2. Was
konnen Sie iiber die Dimension des Kerns der Abbildung sagen?

(e) Die Menge R kann man auffassen als R—Vektorraum, aber auch als Q—Vektorraum.
Was sind deren Dimensionen? Begriindung!



