Teilmusterlosung zum 13. Aufgabenblatt vom Montag, den 28. Januar 2008 zur Vorlesung

Mathematik fir Informatiker II1
(Frank Hoffmann)

von Alexander Haucke

1. Dichte, Verteilungsfunktion (1+1+1 Punkte)

(a)

Eine Zufallsvariable X habe die Dichte fx(xz) = 2z fiir 0 < < 1 und ansonsten
sei die Dichte 0. Finden Sie die zugehorige Verteilungsfunktion von X!

Die Verteilungsfunktion berechnet sich folgendermaflen: F'x ( f fx(
Wir fithren eine Fallunterscheldung durch:
e £ <0:Fx(x f Ix(t) jx 0 dt = 0.
e 0<z<1: FX = [* fx@)dt= [0 _0dt+ [T2dt =0+ =2
e x>1:Fx(x f Fx(t) :fEOOOdt+f012tdt+ff0dt:0+t25+0:1.
Als Vertellungsfunktlon ergibt sich also:
0 furx <0
Fx(x)=1{ 2% fir0<ax<1
1 firz>1

Finden Sie fiir eine Zufallsvariable X mit der folgenden Verteilungsfunktion die
zugehorige Dichte, falls sie existiert:

1
m -0 < T S 0,
Fx(x) = .
142z
301 4a7) 0<z<oo.

Um bei gegebener Verteilungsfunktion die Dichtefunktion zu finden, miissen wir
einfach nur ableiten. Es ergibt sich:

!
. o _ —4x _ —x
« 0 <0: fx(0) = (sl ) = Ty = gty

2\’ @ (14+22)—4x- 22
o 2>0: fx(z) = (21(1++2;2)> e P,
Damit gilt also: fx(z) = %

Es bleibt zu iiberpriifen, ob fx wirklich eine Dichtefunktion ist:
Offensichtlich ist fx stetig und es gilt fx(z) > 0 Vz € R. Es muss also nur noch
nachgewiesen werden, ob ffooo fx(t) dt =1 ist:

[e) . . a? . a2
JZo Pxc(t) dt = Jim Fc(a) = Fx(=a) = lim o657 = qrrei=apy = A, aivary
= 1.

2
= lim -2%
a—oo 2+2a2

Damit ist fx(z) =

g -i|-ac‘2)2 die zu Fx gehorige Dichtefunktion.



(c) Fiir welchen Wert von c¢ ist die folgende Funktion eine Verteilungsfunktion?

F(w)—/ ce ldt

Die Aufgabenstellung ist dquivalent zu der Frage: Fiir welchen Wert von ¢ ist
fx(x) = ce”1?! eine Dichtefunktion?

Wegen der Forderung fx(z) > 0 Vo € R muss auf jeden Fall ¢ > 0 gelten.
Desweiteren muss die Forderung ffooo ce~ldt = 1 erfiillt sein. Hier beginnen wir
mit folgender Beobachtung;:

Da beim einzigen Auftreten in ce~!!l die Variable ¢ in Betrag gesetzt ist, ist die
Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse. Es gilt also:

ffooo ce gt = 2f000 ce”tdt = QCfOOO e tdt = —2ce”t|5° = ah—{go —2ce™% + 2¢ce’ =
2¢c — ali_)r{)lo 2ce™®=2cundes gilt 2c=1<c=1/2.

2. Erwartungswerte (8 Punkte) Betrachten Sie den Wiirfel [0, 1]? im R? zusammen mit
der Gleichverteilung der Punkte. Fiir einen zufélligen Punkt z im Wiirfel seien R(z), S(2)
und V(z) die Werte der Zufallsvariablen, die den Radius, die Oberfliche bzw. das
Volumen der grofiten Kugel im Wiirfel mit Mittelpunkt in z beschreiben. Berechnen
Sie deren Erwartungswerte und fiir eine der Variablen auch die Varianz !

Wird korrigiert.

3. Markov+Tschebyschev (2 Punkte)
Wir wiirfeln mit 3 fairen unterscheidbaren Wiirfeln bis die Summe der Augen bei
einem Wurf 5 ist. Schéitzen Sie sowohl mit der Markov— als auch der Tschebyschev—
Ungleichung die Wahrscheinlichkeit ab, dass dies mindestens dreimal solange dauert
wie im Erwartungswert.

Wird korrigiert.
4. Varianzen (2+2 Punkte)

(a) Schétzen Sie die Wahrscheinlichkeit nach unten ab, dass bei n Wiirfen eines fairen
Wiirfels die Anzahl der Sechsen zwischen n/6 — v/n und n/6 + \/n liegt.

Hier handelt es sich um ein binomialverteiltes Zufallsexperiment mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p = 1/6. Wir koénnen also leicht Erwartungswert sowie
Varianz bestimmen:

EX)=n-p=n/6und Var(X)=n-p- (1 —p)=n/6-5/6 =5/36 - n.

Wir schétzen nun mit der Tschebyschev-Ungleichung ab:

Pr(n/6— <X <n/6+n) = Pr(|X —n/6| < /n)
=1-Pr(|X —n/6| = Vn)

_ Var(X)

> 1 v

— 1 _ 5/36n
n

= 31/36.



(b) Es gibt einen einfachen Zusammenhang zwischen der Varianz einer Zufallsvariable
X und der Varianz von aX + b mit a,b € R. Finden und beweisen Sie ihn.

Wir benutzen den Zusammenhang Var(X) = E(X?) — E(X)? und nutzen die
Linearitdt des Erwartungswertes aus:

Var(aX +b) = E((aX +b)?) — E(aX +b)?

a’X? 4+ 2abX + b?) — (E(aX) + E(b))?

a’X?) + E(2abX) + E(b?) — (E(aX)? 4+ 2E(aX)E(b) + E(b)?)
a’E(X?) 4+ 2abE(X) +b* — (aE(X))? — 2abE(X) — b?

= a’E(X?) - a®E(X)?

= a*(B(X?) - E(X)?)

= a*Var(X).

B(
B(

5. Hilfsmittel (3 Punkte) Das zentrale Hilfsmittel bei der Berechnung von
Erwartungswerten ist der folgende Satz.
Sei X eine Zufallsvariable und g : R — R eine stetige Funktion. Beweisen Sie, dass
E(9(X)) = X semm(x) 9(@)p(X = z) fiir den Fall einer diskreten Zufallsvariable X und
unter der Annahme, dass die auftretenden Summen absolut konvergieren.

Wenn wir die Zufallsvariable g(X) mit Y bezeichnen, so ist nach Definition

EY)=)Y y-p(Y =y).

y€R

In der Summation spielen nur die y eine Rolle, die tatséchlich im Bild Im(Y) =
g(Im(X)) liegen. Desweiteren kénnen wir schreiben:

zeIm(X)
9(z)=y

Also ergibt sich insgesamt:

E(gX)= Y y Y pX=2)= > g@pX=a).

yeg(Im(X))  =€lm(X) zeIm(X)
g(z)=y



