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1. Paarweise Unabhangigkeit

Seien z,y,2 € R? und z = (1,0,0),y = (0,1,0),z = (1,1,0). Diese drei Vektoren sind
paarweise linear unabhangig, wie man leicht sieht. Wie man zudem aber auch sehr schnell
sieht, sind alle drei Vektoren nicht insgesamt linear unabhangig, da z als Linearkombination
von x + y gebildet werden kann.

2. Unterraum und Dimension

Die Dimension eines Unterraums V' dsst sich durch die Formel dimV = n—rg(V') berechnen,
wobei n die Dimension des Oberraums ist und rg die Anzahl der linear unabh&ngigen Zeilen
im zugehdrigen LGS.

Demnach gilt fiir dimU = dimR* — 1 = 4 — 1 = 3. Jetzt muss also die Basis 3 Vektoren
umfassen. Man rat nun fiir die Gleichung x; — 25 + 23 — x4 = 0, die alle Vektoren erfiillen
missen, drei passende, die linear unabhingig sind.

By =

_— N = O
N — = DN

DN W N

Fiir W nun das gleiche Spiel: dimW = dimR* — rg(W) =4 —2 = 2.

1 -2 -1 3\ & _
3 1 -2 —1 zs | T

Hieraus ergibt sich dann ein schénes LGS

=1

I x1—2x9—23+324=0

Il 3xi4+ 29 —223—24=0
I+2II 7oy —bx3+x4=0 = z4=>5x5— Ty

x1 —2x9 —x3+ 3% (bwg — Tz1) =0

—20x1 — 229 + 1423 =0

Jetzt werden wieder Lésungen geraten, die die Gleichungen erfiillen

1 0

-3 7

Bw 1111
2 5
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U NW bedeutet, dass sowohl die Gleichung von U, sowie die von W erfiillt werden miissen.
Demnach gilt dimU N W = dimR* —rg(UNW)=4—-3=1.

1 -1 1 -1 1
1 -2 -1 3 |«|"]=0
3 1 —2 —1 3

Tyg

Hieraus bekommt man wieder ein schdnes Gleichungssystem:

I x21—a04+23—24=0

Il 21 —2x9 — 23+ 324 =0

111 3x14+ 29 —2235—24=0
I'=11 -1 2x,+219—3x3=0
II' =31 +1I 4x; —5x9+2x5=0

8
2 — 1T 929 — 8x3 =10 :@:51’3

8
2z + 2 % (§x3> — 3x3 =

11 11
2$1—§:0 :>ZI}1:1—8.733

11 8 n _0 N - 13
18335 9$3 T3 — Tg = Ty = 18%

Wie man erkennt, sind alle Werte von x5 abhéngig. Fiir unsere Basis nehmen wir einfach
r3 =1 an:

1

8

—_
=

8
BUmW = i)
3
18

3. Matrix einer linearen Abbildung |

Es ist die lineare Abbildung f : R® — R? durch f(a,3,7) = (2a — v, a + 8 — 27) gegeben.
Nun soll beziiglich der Basen {(5,2,—7),(3,2,0),(1,—1,3)} und {(1,2),(2,1)} die Matrix
gebildet werden. Dazu wird auf jeden Basisvektor aus R f angewendet, so dass wir das
Ergebnis als Linearkombination der Basisvektoren von R? darstellen kénnen. Die sich dabei
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ergebenden Koeffizienten bilden dann die Matrix.

f(5,2,—7) = a11(1,2) + a21(2,1)
= (17,21) = a11(1,2) + a21(2,1)
17 = a1 + 2a91
21 = 2aq1 + a9
= 21 = 2(17 — 291) + a9; = 34 — 3an

13
21 = —3
25
=y

f(3, 2, O) = au(l, 2) -+ (122(2, 1)
= (6, 5) = &12(1, 2) -+ a22(2, 1)

6 = a1z + 2a2
5 = 2a19 + a99
=5 =2% (6 — 2ag) + az = 12 — 3ag
7
G22=§
4
a12—§

f(l, —1, 3) = Glg(l, 2) + a23(2, 1)
= (—1, —6) = CL13(1, 2) + a23(2, 1)
—1= a13 + 2@23

—6 = 2a13 + a3
= —6=2x (—1 — 2@23) + ag93 = —2 — 3a03
4
Q23 = g
-1
a1z = T

Die Matrix sieht dann so aus

34 =W
(51 7)
3 3

QO =00 [~

4. Matrix einer linearen Abbildung II

= a1 = 17 — 2a21

= a19 = 6 — 2a9

= Q13 = —1-— 2&23

Die Matrizen werden wieder nach dem selben Prinzip wie in Nr. 3 gebildet.
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a) B; = {1,z,2*} wird als Basis von V und W angenommen.

f(1) = ay1 + zag + 2%as

= 1 = ay; + zagy + r’as

ajp =1 ax=a3 =0

f(z) = ay1 + was; + vas

= 141 = a1p + zag + r%as
a;p =axp =1 a3z =0

f(2%) = ai3 + zags + v’ass

= (z+1)* = a13 + vags + r’ass
22 422 4+ 1 = ai3 + xass + vlass

a3 =agz =1 ag =2

Die Matrix ergibt sich dann als

A=

o O =

11
1 2
0 1

b) B, = {1,z,2*} wird als Basis von V und B, = {1,z + 1, (z + 1)?} als Basis von W
angenommen.

f(1) = ay + (z + Dagy + (z + 1)%as

= 1=ay + (z + Day + (z + 1)%az
ann =1 agn =azn =0

f(z) = an + (x4 Dag + (x4 1)%as,

=2+ 1=ap+ (x+ aw + (z+ 1)%as
a2 =az2 =0 ap=1

f(@?) = a1z + ( + Vags + (x +1)%az

= (x+1)* = a3+ (z + Dags + (z + 1)%as3
a3 =ag =0 az =1

Die Matrix ergibt sich dann als

B =

o O =
o = O
_ o O
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c) B; = {1,z,2%} wird als Basis von W und By = {1,z + 1, (z + 1)?} als Basis von V
angenommen.

f(1) = ay + zag + rlas
= 1= ay + zag + 2%az
ann =1 ag =as =0
f(x+1) = an + zasn + z*as
f(x) + f(1) == a1 + zas + a3
= T4 2 = a1y + Tas + a3
a2 =2 ax=1 a3p=0
f((z+1)%) = a1z + zass + 2%ass
f(2® + 22 + 1) = ay3 + Tass + 2’ass
f(@®) +2f(x) + f(1) = a3 + wags + x°ass
= (z+ 1>2 +2(x+ 1)+ 1= a3+ zas + r2ass
22+ 20+ 14+22+ 2+ 1 = a3+ vag + x’ass
2% + 4z + 4 = a3 + Tass + r’as;

a3 =ag =4 az=1

Die Matrix ergibt sich dann als

1
C=10
0

O = N
o

d) By ={l,(x+1),(x+1)%} wird als Basis von W und V' angenommen.

f(1) =an + (z + Dag + (z + 1)%az
= 1=ay + (v + 1agy + (x + 1)%as
an =1 ag =a3=>0
flx+1)=an + (x+ Dagy + (x + 1)%as
f(@)+ f(1) == a1 + (z + D)ags + (z + 1)%as
=2 +2=ap+ (v + aw + (z+ 1)%asz

a1z = agy =1 asy =0

f((x+1)%) = a3 + (v + Dag + (v + 1)%ass

f(@*+ 20 +1) = a3+ (. + Dag + (z + 1)%ass

f@®) +2f(z) + f(1) = a3 + (2 + Vags + (x + 1)%azs

= (r+ 1) +2x+1)+1=a3+ (x+ 1)ags + (z + 1)%ass

a3 = azz = 1 a3 = 2
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Die Matrix ergibt sich dann als

1
D=1|0
0

o O =

1
2
1
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