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4. Unterraume |
Es gilt zu zeigen, ob die genannten Teilmengen Unterrdume des Vektorraums V = {f : R —
R|f stetig} sind. Allgemein gilt, dass U C V' Unterraum ist, wenn gilt

1. VuyveU: (ut+v)eU

2. Vu e UVAeR: (\u) €U
Jede Teilmenge muss nun also auf 1. und 2. liberpriift werden.

A 1. Seien f,g € A. Dann gilt (f +g) € V, da V Vektorraum ist und die Funktionen
Elemente dieses Raums. Man betrachte nun die Addition der Funktionen.

(f+9) (1) = f(1) +9(1) = f(=1) + 9(=1) = (f + 9)(-1)

Esistalso (f +g) € A.
2. Sei f € Aund A € R. Dann ist (A% f) € V. Man schaue sich nun folgendes an:

(AN = Ax f(1) = Ax f(=1) = (Af)(=1)
Auch hier gilt (A* f) € A

A ist also Unterraum von V.

B 1. Seien f,g € B. Dann gilt (f +¢g) € V, da V Vektorraum ist und die Funktionen
Elemente dieses Raums. Man betrachte nun die Addition der Funktionen.

(f+9)(=1) = f(=1)+g(=1) = = f(1)—g(1) = = (f(1) + g(1)) = —(f+g)(1)

Es ist also (f + ¢g) € B.
2. Sei f € Bund A € R. Dann ist (A * f) € V. Man schaue sich nun folgendes an:

AN(=1) = A f(=1) = Ax (= (1)) = =X f(1) = =(Af)(1)
Auch hier gilt (A\x f) € B

B ist also Unterraum von V.

C 1. Seien f,g € C. Dann gilt (f + g) € V, da V Vektorraum ist und die Funktionen
Elemente dieses Raums. Man betrachte nun die Addition der Funktionen.

((f +9)(=1)* = (f(=1) + g(=1))* = f(=1)* + 2f(=1)g(=1) + g(-1)?
= f(1)* +2f(=1)g(-1) + g(1)"
# ((f +9)(1))
Man suche ein Gegenbeispiel, ob dieser Fall iiberhaupt eintreten kann. Sei f(z) =
222 und g(z) = .
(f+9)(=1))* = (f(=D+g(=1)* = fF(=1)*+2f (= 1)g(=1)+g(=1)* = 4+2(2x(-1))+1 = 1

((f+9) (1) = (f(1)+g(1))* = fF(1)*+2f(1)g(1)+9(1)* = 4+2(251)+1 =9
Wie man sieht, bekommt man nicht dieselbe Ldsung, es gilt also (f + g) ¢ C.
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2. Sei f € C'und XA € R. Dann ist (A f) € V. Man schaue sich nun folgendes an:
(AH(=1)2 = (A f(=1))7 = X f(=1)? = N % f(1)* = (\f)(1))?

Hier gilt (A« f) € C
Da 1. nicht erfiillt ist, ist C' kein Unterraum von V.
D 1. Seien f,g € D. Dann gilt (f +¢g) € V, da V Vektorraum ist und die Funktionen
Elemente dieses Raums. Man betrachte nun die Addition der Funktionen. Da f
monoton wachsend ist, kann angenommen werden, dass die Ableitung f* > 0

sein muss in jedem Punkt x € R. Man kann also statt (f + ¢) auf (f' + ¢')
untersuchen.

(f' +4d)(x) :@+@z 0

Somit ist f + g auch monoton wachsend, also (f + g) € D.
2. Sei f € D und A € R. Dannist (A f) € V. Man schaue sich nun folgendes an:

(AS)(x) = A* f(z)

Das sieht ja eigentlich so aus, dass es funktionieren wiirde, aber was passiert mit
A < 0?7 Wir schauen uns ein Gegenbeispiel an, sei f(z) =z und A = —1:

A )(x)=A*xf(x)=—-1%xx=—x
Und das ist nicht mehr monoton wachsend! Also (A x f) ¢ D
D ist also kein Unterraum von V.

E 1. Seien f,g € E. Dann gilt (f +¢g) € V, da V Vektorraum ist und die Funktionen
Elemente dieses Raums. Man betrachte nun die Addition der Funktionen.

(f +9)(x) = fz) + g(x)

Dies sieht eigentlich ganz gut aus. Kann es aber irgendwie passieren, dass sich die
Funktionen zur konstanten Nullfunktion ergeben? Dann wéren sie ndmlich nicht
mehr monoton fallend oder steigend. Man betrachte folgendes Gegenbeispiel, sei

f(z) =z und g(x) = —x:
(f +9)(x) = f(z) + 9(z) =2z + (-z) =0

Somit ist f + g konstant, also (f +¢) ¢ E.
2. Kann man sich ersparen, da 1. schon nicht erfiillt ist.

FE ist also kein Unterraum von V.
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5. Unterraume ||

a) Man fiihre einen Beweis durch Widerspruch. Es wird angenommen, dass U; # V und
Uy # V und Uy, Uy sind Unterrdume von V. Dann existiert ein u; € U, : u; ¢ U, und auch
ein uy € Uy @ ug ¢ Uy,

Dann ist u; + uy € V, da V ein Vektorraum ist. Andererseits ist (u; + uy) ¢ U; und
(u1 +uz) ¢ Uy nach obiger Annahme. Dies ist ein Widerspruch, da U; UU; = V' sein miisste,
aber wie gerade gezeigt dies nicht moglich ist. Somit muss die Annahme falsch sein und
U =V oderU;=V. O

b) V NU ist Teilmenge von U und auch von V. Wenn man zeigen kann, dass V N U ein
Unterraum ist, ist damit gleichzeitig gezeigt, dass es auch ein K-Vektorraum ist. Es werden
also die bekannten zwei Kriterien gepriift:

1.
Vxl,xg eVnU: (l’l—f—flﬁg) evVvnU
SV, e UNV i (21 +10) €V A (21 +22) €U
Da wir wissen, dass U und V jeweils Vektorraume sind, gilt die Aussage.
2.

Vee VNUVANE K:(Axx) e VNU
SVreVNUVAE K : (Axz) e VA(A*xx)eU

Auch hier ist bekannt, dass fiir U und V' die Aussage stimmt, da es sich um Vektorraume
handelt und diese liber Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen sind.

Da die beiden Kriterien fiir einen Unterraum erfiillt sind, gilt, dass VN U ein Vektorraum ist.
c) Um zu zeigen, dass U, Unterraum ist, genau dann wenn a = 0, miissen Hin- und
Riickrichtung gezeigt werden:

=> Sei U, ein Unterraum. Dann gilt fiir x,y € U,

(x+y) e U,
=1 +y1) + (x2+y2) + (23 +y3) =
TitTat+I3tyityptys=a

=« =«
200 = «

=a =0

<= Sei &« = 0. Um zu untersuchen, ob es sich bei U, um einen Unterraum handelt, miissen
folgende Punkte gezeigt werden:
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L Ve,yeU: (z+vy) €Uy
Sei x,y € Uy. Dann gilt 1 + 2o + 23 = 0 und y; + y2 + y3 = 0. Man addiere die
Vektoren:

(x+y) = (x1+y1)+ (22 +y2) +(23+ys) = v1+ 22+ 23+ Y +y2+ys = 040 =0

2. VAe KVzx e Uy : (Axx) € Uy
Sei A € K und x € U,.

Ak =Akx1+AxTo+ Akx3 =A% (x1+22+23) =A%x0=0

Da beide Kriterien fiir den Unterraum erfiillt sind, handelt es sich bei Uy um einen
Unterraum von K3,

U, ist also genau dann ein Unterraum, wenn o = 0. O
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