Naja v. Schmude (4127652)

Tutorin: H. Hardering MAFI 3 - Ubung 4 20. November 2007

1. Gruppe von Matrizen

Um zu zeigen, dass es sich bei ((a,0), (0,b) mit a,b € {—1,1} tatsdchlich um eine Gruppe
handelt, miissen folgende Eigenschaften gezeigt werden:

Assoziativitdt Es muss gelten Ax (B*C) = (A% B)*C.
a 0 a" 0 a” 0 a 0 a’a” 0 a'a"a' 0
(0 b/) * ((0 b//) * (0 b/”>> = (0 b/) * ( 0 b//b///) = ( 0 b//b///b/)
a 0 a" 0 a” 0 aa" 0 a" 0 aa’a" 0
<(O b/) * (0 b//)) * ( 0 b///) = ( 0 b/b//) * ( 0 b///) = ( 0 b/b//b///)

Da recht- und linksseitiger Wert {ibereinstimmen, ist dem Menge assoziativ.
Existenz eines neutrales Element Es muss gelten Ax E = A
a 0 e 0\ [(a O
0 b 0 y)  \0 b
Dies gilt fiir
a 0 . 1 0y fax1l O (a0
0 b 0 1) 0 bx1) \O b
Da E € Menge, gibt es ein neurales Element.
Existenz der inversen Elemente Es muss gelten Ax A1 = F
a 0 e 0y (10
0 b 0 y) \o 1

Dies gilt fiir

a 0\ (¢ 0\_(faxz 0\ _ /(10
0 b 014/ L0 bxi) \0 1

Da das inverse zu —1 wieder —1 ist und zu 1 1, bleibt man auch immer in der Menge,
es existieren also die inversen Elemente.

Da alle drei Kriterien der Gruppe erfiillt sind, handelt es sich bei der Menge um eine Gruppe
beziiglich der Matrizenmultiplikation.

2. Matrixprodukt

Durch ausprobieren kdnnte man vermuten, dass sich fiir

b))

ergibt. Man fiihrt einen Beweis per Induktion iiber n, um die Vermutung zu beweisen.
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Induktionsanfang Fiir n = 1 ergibt sich

(o 3) =

11
0 1

Das ist eine wahre Aussage.

Induktionsschritt Da

gilt, soll auch

11n+1_1
01 ~\0

gelten.

1 1\
(01) -

1 n

(1) -6

)
njltl)

(1) 6

(0560

n+1

)

Damit ist die Behauptung bewiesen.

3. Matrixtyp

Die gesuchte Matrix muss eine 2 x 3 Matrix sein, wir haben also 6 Unbekannte.

1 4
25*(
3 6

X1
n

X2
Y2

€3
Ys

10
)*01
10

Aus den ersten Matrizen ergibt sich

T + 4y1
2z, + dy1
3r1 + 6y;

) + 4y2
2z9 + Sy
3x2 + Gy

ZT3 -+ 4y3
21‘3 + 5y3
31’3 + 6y3

Und wenn man noch weiter multipliziert

1+ 4y + zs + 4ys
2x1 + 5y1 + 2w3 + dys3
3.1'1 + 6y1 + 3333 + 6y3

Ta + 4o
229 + 5Y2
3x9 + 6o

*

o

0
=10
0

o

—_

|
)

0
0
0

o O O

o O O
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Hieraus folgt unmittelbar folgendes LGS:

I vy +4y1 +o3+4y3 =0 =21 = —4y; —x3 — 4y3
11 2xy +5y1 + 223+ 5y =0
IIT 3xy+ 6y, + 323+ 6y3 =0
IV zo4+4y, =0 = 29 = —4ys
V 2004 5ys =0 2(—4y2) +5y2 =3y2=0 = 1y2=0 = 25=0
VI 3x9+ 6y, =0
= IT 2(—dy; — 73 — 4y3) + 5y1 + 273 + 5yz = 0
—8y1 — 2x3 — 8ys + dyy + 223+ dy; =0
—3y1 —3ys =0
= Y1 =—Y3
=1 = -4y —w3+4y = —13

Somit ergibt sich als Lésungsmenge

T 0 —X1
L = .1 €R
{(yl 0 —y1> 71,01 }

4. Geometrisches

Aus By x A, folgt wie in der Vorlesung besprochen
_ (costY  sing cos¢p —sing
By Ay = (sinw —cos¢) * (sinqﬁ cos ¢ )
_ (costYcosg+sinysing  —singcosy + sin cos ¢
~ \sintcos¢g — cossing —sint)sin ¢ — cos ) cos ¢
Aus den Additionstheoremen folgt
_ (COS(#} —¢) sin(y—9¢) )
sin(¢ — @) —cos(¢) — ¢)
, Geometrisch bedeutet das, dass die Matrix an einer Achse gespiegelt wird, die zu der z-

Achse in einem Winkel von @ steht.
Und fiir By, * B, ergibt sich

_ (costY  siny cos¢ sing

By * By = (silup — cos w) ¥ (singb — cos ¢)
_[costcos¢+sinysing cossing — sin) cos ¢
~ \sin®cos¢ — cospsing  sinsin ¢ + cos 1) cos ¢
Aus den Additionstheoremen folgt

- (88 =9)
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Hier kdnnte man geometrisch eventuell sagen, dass die Ebene bzw. deren Basisvektoren durch
d’ ¢ zusammengedriickt wird.
Als inverse Matrix ergibt sich fiir A durch Zeilenumforumung

cos¢p —sing 10
sin ¢ cosqb 0 1
’_/%2 cos¢ sin ¢
Ixcosp+1Ixsing — | cos”p+sin“¢p 0
sin ¢ cos ¢
1 cos ¢ sm¢
_I*Sin¢+ll—><0 cos¢) —cos¢sing — sin? qﬁ—l—l
—0052(;5
cosqb sin ¢
—sm¢ cos ¢
Damit ist also die inverse Matrix
A1 — cos¢  sin¢
¢ \—sin¢g cos¢
Nun zur inversen Matrix von By:
cosy  siny 10
siny) —cos 0 1
=1
—_— .
I*COS¢+I[*SiDQ/J—> COS2¢—|—Sin21/J 0 <COS¢ Sln¢>
sin ¢ —cosv
1 0 cos ¢ sin 1)
—I*sinw+][—>( ) —costsing —sin® + 1
0 —cost —_———
=cos?2 1
10 cosw sin
0 1 smw —cos Y

Es ergibt sich also

1 [cosyp siny
Bwl_(sin@D —COS@/}>

By, ist also zu sich selbst invers.
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5. Inverse Matrix

Durch Zeilenumforum wird aus der urspriinglichen Matrix die Einheitsmatrix gebildet, durch
die gleichen Umformungen entsteht dabei aus der Einheitsmatrix die inverse Matrix.

I+ 11T —
21 + ITT —
AT — TV —
2l — IT —
IIT—11 —

AT — 6111 —

2111 — IV —
[—4IV —

5

1,5
3
-3

—_
ot

o O O

coorcoocl cooR coco Poowooow

o O = O

—1
-2

O = OO 0= O

W

0RO W RO W

—_ O OO O OO O OO koo
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-5
15
2,5
0
0
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Nun macht man noch hiibsch die Probe und rechnen A x A~! aus

—1 1
L5% o+ (~1) %0435 5 4+2,550=1
) —1 —1 —2
1,5% 24 (—1) % — 25%x - =
,5*6—1—( )*2+3*4—|—,5*5 0

—1 -1
-1 1
1’5*?+<_1)*0+3*0+2’5*5:0

-1 1
3*—4—(—2)*0—1—2*5—1—5*0:0

3
3 5+( 2) I i S
* — —2) % — * — ¥ — =
6 2 4 5
—1 -1
3*?4—(—2)*7—1—2*0—1—5*0:0
—1 1
3*?+(—2)*0+2*0+5*5:0
—1 1
—3*?+0*0+(—2)*§+(—5)*0:0
—3*2+0*%1+(—2)*_T1+(—5)*%2:0
—1 —1
—3*?—1—0*7—%(—2)*0—#(—5)*0:1
-1 1
—3*?—1—0*0%—(—2)*04—(—5)*5:0
—1 1
6*?+(—4)*0+4*§+15*O:O
6*%—1—(—4)*%1—1—4*_?1—1-15*%2:0
—1 —1
6*?+(—4)*7+4*0+15*O:O
—1 1
6*?+(—4)*O+4*0+15*g:1
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