Musterlosung zum 12. Aufgabenblatt vom Montag, den 21. Januar 2008 zur Vorlesung

Mathematik fir Informatiker II1
(Frank Hoffmann)

1. o—Algebra

(a)

Beweisen Sie, dass jede endliche o—Algebra eine gerade Anzahl von Ereignissen
hat.

Losung: Da o—Algebren abgeschlossen gegen Komplementbildung sind, gehort mit
jedem Ereignis A auch A€ zur o—Algebra. Da fiir verschiedene Ereignisse A, B auch
die Komplimente A€ und B¢ verschieden sind, bildet die Menge der Paare {A, A°}
eine Partition der o—Algebra.

Kann es eine solche Algebra mit genau 6 Ereignissen geben? Begriindung!
Losung: Nein. Angenommen die o—Algebra F hitte genau 6 paarweise verschiedene
Elemente: F = {0,, A, A, B, B}.

Fall 1: Die Ereignisse B N A und B N A° sind beide nichtleer. Dann kann es nicht
sein, dass sowohl B N A echte Teilmenge von A als auch B N A¢ echte Teilmenge
von A€ ist, weil dann B N A ein neues nichtleeres Ereignis ist, was zu F gehoren
miisste, es aber nicht tut. Also muss A echte Teilmenge von B sein. Dies kann aber
auch nicht sein, denn dann ist B\ A nicht in F.

Fall 2: Sei 0.B.d.A. BN A leer. Damit ist B echte Teilmenge von A¢ und der
Widerspruch besteht darin, dass A\ B nicht in F liegt.

2. Ziehen ohne Zuriicklegen, Hypergeometrische Verteilung I

(a)

(b)

Aus einer Kiste mit N Kugeln, davon w weifle und s schwarze mit w + s = N,
werden gleichzeitig (!) n Kugeln gezogen. Was ist die Wahrscheinlichkeit Pry,
dass davon genau k weifl sind? Die Elementarereignisse sind also n—elementige
(ungeordnete) Mengen, die wir als gleichverteilt annehmen.

Hinweis: Die Zahlen Pry, heifilen hypergeometrische Verteilung auf {0,...,n}.

Analysieren Sie die Wahrscheinlichkeit, dass beim Skat jeder der 3 Spieler genau
ein Ass bekommt, also im Skat das 4. Ass liegt.

3. Hypergeometrisch 11
In einem Teich leben N Fische. Es werden r =1000 Fische gefangen und rot markiert.
Nach einer Weile (N hat sich nicht veréndert) werden wieder n = 2000 Fische gefangen
und nachgezihlt, dass davon k& = 100 rot sind. Wir nehmen wieder die Voraussetzungen
der hypergeometrischen Verteilung an. Daraus kann man die Grofle von N schétzen.
Argumentieren Sie, dass N = 2900 und N = 10° unrealistisch sind. Der sogenannte

Maximum-—Likelihood—Schétzer beruht auf der Analyse von

PTk(N)

m und benutzt

dasjenige N*, fiir welches Pri(N*) maximal ist. Tun Sie dies. Zeigen Sie dazu zunéchst,
dass der Quotient fiir Nk < nr grofler 1 ist und ansonsten kleiner als 1.
Losung:



Geméf hypergeometrischer Verteilung ist
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n
die Wahrscheinlichkeit, aus einem Teich mit N Fischen, von denen genau r rot sind,
in einem Fang von n Fischen genau k rote Fische zu finden. Nach dem Fang von 2000
Fischen, von denen 100 rot sind, wissen wir, dass der Teich mindestens 2900 Fische
enthélt. Angenommen, der Teich enthilt tatsédchlich nur 2900 Fische, d.h. wir haben

zufallig alle nichtmarkierten Fische gefangen. Dann ist ein Ereignis eingetreten, das die
Wahrscheinlichkeit

pr(N) =

(100)
2
(3000)

Pr(2900) = ~ 3.107%3%

(mit MuPAD berechnet) hat, also praktisch ausgeschlossen ist. (Es ist z.B. noch etwas
wahrscheinlicher, im Lotto 89 mal hintereinander 6 Richtige zu haben: (469) -5
107936), Eine feste Obergrenze fiir N gibt es nicht, aber ein sehr grofies N ist ebenfalls

unrealistisch: z.B. ist

~
~

pr(10%) ~ 107132,
Wir suchen nun ein N*, so dass pg(N*) moglichst grofl ist. Dazu rechnen wir aus:

BN)  (N=r(N-n)
pr(N —1) N(N—r—n+k)’

wobei N >n +r —k = 2900, also N(N —n —r+ k) > 0, so dass

pe(N)/pk(N—-1) <1 <= (N—-r)(N—n)<N(N-n—r+k)
< N?-Nn—Nr+rm<N?—Nn—Nr+ Nk
<~ rn < Nk,

™m

und analog pi(N)/pr(N — 1) > 1 <= rn > Nk. Die Folge p;, ist also links von 7*
monoton steigend und rechts davon monoton fallend, d.h. der maximale Wert wird bei

N* = % — 90.000

angenommen. Das Ergebnis stimmt also mit der Losung der Verhéltnisgleichung
(rote Fische) : (alle Fische) ~ k:n

iiberein.

. False Positives

Ein Krebstest liefert bei 96% der Untersuchten ein positives Ergebnis, falls diese
tatséchlich Krebs haben, bei 94% ein negatives Ergebnis, falls diese keinen Krebs haben.
Bei einem Patienten XYZ, in dessen Altersgruppe 0.5% aller Patienten Krebs haben,
verlduft der Test positiv. Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass er tatséchlich Krebs
hat?-



Loésung: Wir definieren das Ereignis K= Patient hat Krebs und T sei Ereignis, dass
Test positiv verlduft. Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit Pr(K|T). Dann ist
Pr(KNT) Pr(KNT)

PrifIT) = =5, @) = BrTIR) - Pr(K) + Pr(TIK) - Pr(K?)

B 0.005 - 0.96
~0.005 - 0.96 4 0.995 - 0.06
Beim Umformen des Nenners haben wir den Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit
benutzt.
Fazit: Um eine recht seltene Krankheit zuverléssig mit einem Test zu erkennen, darf der
Test nur sehr wenige “false positives” liefern.

=0.074

. 2 Modellierungen

Wir betrachten einen Kreis mit Radius 1, in den ein gleichseitiges Dreieck einbeschrieben
ist. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillige Sehne des Kreises lidnger ist als
die Seitenlénge des Dreiecks?

1. Modellierung: Der Grundraum besteht aus allen geordneten Paaren (¢,1)mit
¢, € [0,2r) und ¢ < ¢. Bestimmen Sie die Menge G der giinstigen
Elementarereignisse. Gleichverteilung angenommen berechnet sich die gesuchte
Wahrscheinlichkeit als Flache von G geteilt durch die Fliche des Grundraums.
Loésung: So ein einbeschriebenes gleichseitiges Dreieck zerlegt den Vollkreis in 3
Sektoren zu je 2mw/3. Zwei Winkel v < ¢ gehoren zu G, falls man das Dreieck
nicht so drehen kann, dass beide Winkel in ein und denselben Sektor fallen. Also
G = {¢,9 € [0,27)|27/3 < ¢ — ¢ < 47/3}. Die Fliche von G ist 27%/3.Der Grundraum
hat die GroBe 272, also ist Pr(G) = 1/3.

2. Modellierung: Die Sehne ist durch ihren Mittelpunkt eindeutig festgelegt.

Tipp: Die giinstigen Félle haben etwas zu tun mit dem in das gleichseitige Dreieck
einbeschriebenen Kreis.

Losung: Der Radius des einbeschriebenen Kreises ist sinw/6 = 1/2. Eine Sehne gehort
zum gilinstigen FEreignis G, falls ihr Mittelpunkt in diesem einbeschriebenen Kreis
liegt. Um sich davon zu iiberzeugen, drehe man das gleichseitige Dreieck so, dass eine
Seite parallel zur Sehne liegt. Wenn der Sehnenmittelpunkt im Kreis mit Radius 1/2
liegt, so liegt die Sehne zwischen der Dreieckseite und dem Kreismittelpunkt und ist
somit ldnger als die Seite. Man beachte, dass die Strecke vom Kreismittelpunkt zum
Mittelpunkt der Sehne immer senkrecht auf der Sehne steht. Die Fliche von G ist 7/4,
die des Grundraums (der Kreis mit Radius 1) ist 7 und damit ist Pr(G) = 1/4.

Fazit: Dieses Paradoxon l&sst sich nur dadurch erkléren, dass nicht beide Modellierungen
ein und dasselbe Zufallsexperiment beschreiben.

. Unabhéangigkeit

Zwei faire Wiirfel werden gleichzeitg gespielt. Wir betrachten die 3 Ereignisse
A= Der erste Wiirfel zeigt eine ungerade Augenzahl.

Ago= Der zweite Wiirfel zeigt eine ungerade Augenzahl.

As= Die Augensumme der zwei Wiirfel ist ungerade.

Untersuchen Sie diese Ereignisse auf paarweise bzw. auf totale Unabhéangigkeit!



7. Teilmuster Sei P ein 0-1-String der Lénge k. Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit,
dass P in einem zufilligen 0—1-String der Lénge n nicht als Teilstring vorkommt, mit
wachsendem n gegen 0 geht.



