Naja von Schmude MAFI 2 - Lésungen zum 4. Aufgabenzettel 24. Mai 2007
Tutorium: R. Richter, dienstags 12h

1 Interpolation

Fiir den Grad n = 2 kann per Newton-Interpolation ein konkretes Polynom angegeben
werden:

Xy

2 -2
yo1 = -1

-1 1 y012 =1
yl2 =0

3 1

Dabei werden die y wie folgt berechnet:

Y1 — Yo 1—(-2)
— — — _1
You 1 — 2o —1-2

Y-y 1-1

= = =0
Y2 To — X1 3— (—1)
Y12 — Yo 0—(-1)
pu— p— p— ]_
Yoi2 To — X 3—2

Das Polynom ergibt sich dann also als
pe(z) =2+ (-D(x—-2)+ 1z —2)(z+1)=2° 22 -2

Um jetzt ein Polynom von beliebigem Grad n > 2 zu konstruieren geht man wie folgt
vor: Es ist bekannt, dass wenn man zu ein Polynom von Grad n > 2 ein Polynom
von Grad 2 addiert, dass der Grad immer noch n betragt. Das Polynom, welches wir
addieren werden, wird nun gerade ps(x) sein. Das andere Polynom ¢,,(x) muss genau
an den zu interpolierenden Stellen Nullstellen besitzen, damit bei der Addition nur ein
Summand, ndmlich py(x) tbrig bleibt und somit unsere gewiinschten Stellen getroffen
werden.

Pn(@) = u(2) + p2(2)
Gn(T) = apa™ + ap_12" "+ 4 ayz + ag

Da bei x = 2, —1, 3 Nullstellen, kdnnen sie als Linearfaktoren abgespalten werden
=(x—=D(x+1)(x=3)*(cax" > +cprz™ .. F ez +cs)

Demnach ergibt sich

pu(x) = (2 =2)(z+1)(2 —3)* (caz™ P+ 2™ 4. . Fegr+c3) + (22 — 22 —2)

_1-
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2 Polynomdivision

Es ist der ganzrationale und gebrochen rationale Anteil zu bestimmen.
(22 +(1 =9z +(2414)): (1+9)z+ (1+2i)) =(0,5—10,5)x + (—1 —40,5)
— (2> +(1,5+10,5)x)

0,5—1,5i)z +(2+1)
0,5—1,50)r —i2,5)

(2 +i3,5)

(_
— ((_

9

Der ganzrationale Anteil ergibt sich als
(0,5 —i0,5)z + (=1 — i0, 5)
und der gebrochen rationale als

2 +1i3,5
(0,5 — i0,5)z + (—1 — i0,5)

3 Gemischtes Komplexes

a) Esist die Zahl z = —1 + i trigonometrisch und in Exponentialform darzustellen.

Exponentialform
2] =V-12+12=V2
arg z = arccos — = 135°

V2
= /261357 — (/96T

trigonometrische Darstellung

3 3
2 =V2x% (COSZ7T+iSiH17T)

b) Es sind die komplexen Zahlen zu ermitteln, welche die Gleichung 2z +3(z — z) =
4 — 3 erfiillen, wobei z = x + iy.

2Z2+3(z—2) = (z +iy)(z —iy) + 3 ((z + iy) — (x — iy))
=(2* —izy +izvy +y*) + 3 (i2y)
=2 + ¢ + iby
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Da dies gleich 4 — 3i sein muss, muss also 22 + > = 4 und 6y = —3i sein.

Somit ergibt sich y = —%.

1
2 V2
2+ (=)
15
2 _
T
15 V15
— 4y =X
T1,2 1 5

Als Lésungen ergeben sich dann

V15 1

2] = —— — 1=

c) Um die Abgeschlossenheit der Multiplikation auf {a® + V?|a,b € Z} zu beweisen,
betrachten wir hier |2|? x |w|? z,w € C mit 2 = a + ib,w = ¢ + id. Es ist nun zu
zeigen, dass |z|? x |w|? = |z|? gilt, wobei x € C liegt.

2P 5 [w]? = Va? 1« VETE = (0 + 1)( + )
= (a+1ib)(a —ib) x (c+id)(c —id) = 2Z x WW = 2w * ZW

= |zwl*

zw ist nach Definition eine komplexe Zahl zw = (a+ib)(c+id) = (ac — bd) +i (bc + ad).
—_—— N———

Hiervon ist der Betrag v/u? + v? und |zw|* = u? + v%. Demnach gilt also
(@ 4+ 0%) % (¢® + d°) = u* + v

Die Abgeschlossenheit ware damit bewiesen.

d) Es ist die Dreiecksungleichung fiir komplexe Zahlen zu beweisen.

|2+ w] < |z] + |w])
&zt wl < (|2 + [w])?

z+w] = (z4+w)(zF+w) = (z+w)(Z+W) =22+ 20 + wZ + W
= |2|* + |w|* + 2w + wZ

(1] + [wh)* = [2[* + 2|z |w| + [w]*
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Es muss also auch folgendes gelten:
|2 + Jwl + 20 + wZ < [z + 2|2 Jw] + [w]”
2w + wz < 2|zw)|

Seiz=a+ibund w=c+id.

2w+ wz = (a+1ib)(c — id) + (¢ + id)(a — ib)

= (ac + bd) + i(—ad + bc) + (ca + db) + i(—cb + da)
= (2ac + 2bd) 4+ i(0) = 2(ac + bd)

2|zw| = 2 % |zw| = 2 % \/(ac — bd)? + (ad + bc)?

e) Sei z = ¢ eine komplexe Zahl mit dem Betrag 1. Um zu zeigen, dass es sich um
eine kommutative Gruppe handelt, miissen folgende Eigenschaften bewiesen werden:
neutrales Element Es muss z x 2z, = z gelten.

2k 2y =2
e x 2, = '

et

Zn = —
n el¢

_ (i(6-6) _ ¢i0

inverses Element Es muss z % 27!

= z, gelten.
2k 271 Zn
0% 5 1 — oi0
271 ﬁ = ¢!0-9) — ¢~
el

Assotiativitat Es muss z; * (29 % 23) = (21 * 29) * 23 gelten.
21 % (29 * 23)

—eiP1 4 (ei¢2 % ei¢3> — %1 4 ei(¢2+¢3)

—el(B2td3)+d1 _ Li(dr1+d2)+ds _ i(d1+d2)+¢s

:@i(¢1+¢2) * €i¢3) — (€i¢1 % €i¢2) % 6i¢3
Kommutativitdt Es muss 21 * 2o = 29 * 21 gelten.
Z1 % 29
:€i¢>1 % (ei¢>2 _ ei(¢1+¢>2)
—eilB2+61) — it 4 (i
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4 Rechnen im Komplexen

Es werden die komplexen Lésungen berechnet.
Es soll 42% + 423 — 72% + 2 — 2 = 0 sein. Wir raten die Nullstelle o = 1 und spalten
sie per Polynomdivision ab.

Azt + 423 — 722 —|—:L’—2)+(x—1) =423 + 82>+ 1+ 2
— 4a* + 423
83 — Tx?
— 823 + 822

x? +x

—2? 4z
20— 2
—2r+2
0

Bei unserem Restpolynom raten wir die Nullstelle z; = —2 und spalten auch hier sie
wieder ab.

( 4x3+8m2+x+2)+<x+2):4x2—|—1
— 423 — 822
T +2
—x—2

0
Wir erhalten eine quadratische Gleichung, die man leicht |6sen kann:

42 4+1=0
4% = —1

1
To3 = :i:Zé

Die Lésungsmenge entspricht dann
1 1

L={-2—iz,i=,1
{ 7 /1'27,1/27 }

P +1=13i
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Man rechnet nun die rechte Seite (z) um in Exponentialform:

2] =V -12 43" =2

—1
arg z = arccos —_- = 120°

Die Lésungen ergeben sich dann als:

N o
T = 261120



