Teilmusterlosung zum 1. Aufgabenblatt vom Freitag, den 20. April 2007 zur Vorlesung

Mathematik fiir Informatiker I1
(Autor: Hanne Hardering)

1. Gruppe, Korper

(a)

Zeigen Sie, dass die reellen Zahlen 0 < z < 1 zusammen mit der Addition mod 1
eine Gruppe bilden. Benennen Sie wenigstens zwei echte Teilmengen dieser Menge,
die ebenfalls mit der Addition mod 1 eine Gruppe bilden.

Fiir jedes x € R gibt es ein eindeutiges n € Z mit * mod 1 = x + n, also
(x +n) €]0,1). Somit ist [0, 1) abgeschlossen beziiglich der Addition mod 1.
Loésung;:

Die Addition mod 1 ist assoziativ: Seien a,b,c € [0,1).

Dann gilt: (a+ ((b+c) mod 1)) mod 1 = a+ ((b+c) mod 1)+n =a+b+c+m+n
fiir geeignete m,n € Z und

(((a+b) mod 1) +¢) mod 1 = ((a+b) mod 1) +c+s=a+b+c+t+s fir
geeignete s,t € Z.

Es gibt genau ein k € Z mit m +n = s 4+ ¢ + k. Somit gilt dann:

(a+ ((b+c¢) mod 1)) mod 1 = (((a +b) mod 1) + ¢) mod 1 — k

Also ist k die ganzzahlige Differenz zwischen zwei Elementen aus [0,1). Es muss
also k = 0 gelten und somit folgt die Assoziativitit.

0 ist das neutrale Element:
Fiir alle a € [0,1) gilt: (¢ +0) mod 1 =a mod 1 = a.

Es gibt zu jedem a € [0, 1) ein additives Inverses a:
Fiira=01ist a = 0.
Fira e (0,1)ista=1—a € (0,1): (a+ (1 —a)) mod 1 =1 mod 1 =0.

Also bildet [0,1) mit der Addition mod 1 eine Gruppe und die Teilmengen
{0} und {0, 3} sind echte Untergruppen.

Zeigen Sie, dass die Menge Q(v/2) = {a + bv2 |a,b € Q } zusammen mit der
iiblichen Multiplikation und Addition von reellen Zahlen einen Koérper bilden.
Losung:

Seien z,y € Q(v/2). Dann gibt es a,b,c¢,d € Q mit x = a + by/2 und y = ¢ + dv/2.
Es gilt: z+y = (a+b)+ (c+d)v2 € Q(v2) und -y = (ac+ 2bd) + (bc+ ad)V/2 €
Q(v2)

Also ist Q(v/2) abgeschlossen gegen Addition und Multiplikation.



i. (Q(v/2),+) ist eine kommutative Gruppe:
Assoziativitiit: Seien  und y wie oben und z = e + fv/2 € Q(v/2). Dann gilt:
T4 (y+2) = (a+bv/2) + ((c+dvV2) + (e + fV2)) =
((a+bv2)+ (c+dv2) + (e + fV2) = (z +y) + 2z aufgrund der Assoziativitit
der Gruppe (R, +).

0 =0+ 0v2 € (Q(v/2) ist neutrales Element.

Zu jedem z € (Q(v/2) gibt es ein Inverses 7:
x habe die Darstellung « = a + by/2. Dann ist 7 = (—a) + (—b)\/§ additives
Inverses zu =x.

Fiir alle x und y wie oben gilt:
z4+y=(a+bvV2)+ (c+dv2) = (c+dV2) + (a + bV2) = y + x, also ist die
Addition kommutativ.

ii. (Q(v2)\ {0},) ist eine kommutative Gruppe.
- ist assoziativ:
Seien z, y und z wie oben. Dann gilt:
z-(y-2) = (a+bv2) ((c+dV2)-(e+V2)) = ((a+bv2) - (c+dv2))-(e+ fV2) =
(x-y) -z

1 =14 0v2 € Q(v/2) ist neutrales Element bzgl. -.

Zu jedem z € Q(v/2) \ {0} gibt es ein multiplikatives Inverses x~':

x habe die Darstellung z = a + bv/2.

Dann ist 1 = ﬁ + ﬁ\/ﬁ Inverses zu z:

(25 + ﬁ\/ﬁ) (a+bV2)
= 1;2,a2b2 ca+ 22(,2{:@2 b+ (a : szb,az +b- a2,a2b2)\/§

- ist kommutativ:
Fiir alle x und y wie oben gilt:

z-y=(a+bv2) (c+dv2)=(c+dVv2) (a+bV/2)=y-x.

iii. Es gilt das Distributivgesetz:
Seien x,y und z wie oben. Dann gilt:
7o (y+2) =(a+0v2) - ((c+dv2) + (e + fV2))
= (@+b/2) - (c+dV2)+ (a+b/2)-(e+ fV2)=a-y+u-2

Also ist (Q(v/2), +, ) tatsichlich ein Korper.

2. Algebraische Struktur
Wird korrigiert.

3. Rationale Zahlen
Wird korrigiert.



4. Intervalle
In einem nichtleeren Intervall (a,b) von reellen Zahlen gibt es abzéhlbar unendlich viele
rationale Zahlen:
Loésung;:
Da @Q bekanntlich abzéhlbar unendlich ist, ist auch die Teilmenge (a,b) N Q héchstens
abzéhlbar unendlich. Zu zeigen bleibt also, dass (a,b) N Q nicht endlich ist.
Zwischen zwei reellen Zahlen liegt stets eine rationale Zahl, also gibt es rationale a’, d’
mit a < @’ < b < b. Damit liegt auch die rationale Zahl o’ + % fiir jedes natiirliche
n > 0 im Intervall (a,b).

In einem nichtleeren Intervall (a,b) von reellen Zahlen gibt es iiberabzidhlbar
viele irrationale reelle Zahlen:

Losung:

Widerspruchsannahme: Die Anzahl der irrationalen Zahlen im Intervall (a,b) ist
abzéhlbar.

Aus der Annahme folgt unter Verwendung des ersten Teils der Aufgabe, dass das
Intervall (a,b) als Vereinigung zweier abzidhlbarer Mengen auch abzdhlbar ist (zéhle
abwechselnd die Elemente der beiden Mengen ab).

Wir definieren nun die Abbildungen f : (a,b) — (0,1) durch f(z) = =2 und
g:(0,1) — (a,b) durch g(x) = z(b — a) + a.

Es gilt f(g(z)) = 2=0t0= — & und g(f(z)) = £%(b—a) + a = a. Also ist f
bijektiv und somit ist das Intervall (a,b) gleichmichtig zum reellen Intervall (0,1),
welches bekanntlich tiberabzéhlbar ist (Cantors Diagonalisierung). Somit ist auch (a, b)
iiberabzéhlbar. Widerspruch.

5. Supremum (4 Punkte)
Wird korrigiert.



