Naja von Schmude MAFI 2 - Lésungen zum 3. Aufgabenzettel 16. Mai 2007
Tutorium: R. Richter, dienstags 12h

1 Polynomentwicklung

a) Esist zu zeigen, dass immer eine Polynomentwicklung existiert. Dies geschieht im
folgenden dadurch, dass die Formel p(z) = """ ; a;2" in die Form p(x) = Y0 bi(z —
7g)" umgeformt wird.

p(2) = apz™ + ap_ 12"t .+ a2 + arz + ag
Hierzu gibt es immer Darstellung der Form
p(z) = (2 — 20)(ca2™ P+ 2™ 2 4 .. cox 1) + plao)
Polynom ¢(z) in den Klammern kann wieder so dargestellt werden
ez —20) (2 — 20)(dp2"* + dp12" % + ...+ dsz + do) + q(20)) + p(20)
S(z— 39) ((z — o) (2 — 20) (€22 + €12 + .. eaw + e3) + 1(0)) + q(20)) + pl(20)
Dies kann iterativ angewendet werden (noch n — 3 mal), bis man folgendes erhalt:
©(x —xo) [(x — z0) ((z — o) (. (x = Z0)yn) + 2(20)) + - - .) + q(20)] + p(0)
Die kann ausmultipliziert werden zu
(@ — 20)"Yn + (& — 20)" 2(x0) + ... + (. — z0)q(0) + p(0)
indem alle Koeffizienten mit b; substituiert werden erhalt man schlussendlich
<:>([E — l'o)nbn + (Qf — ZEQ)n_lbn_l + ...+ ([E — l'o)bl + b()

Es existiert also immer eine Polynomentwicklung. Die Polynomentwicklung ist auch
eindeutig, da wenn zwei unterschiedliche Polynomentwicklungen des selben Grades
existieren wiirden, bei denen der letzte Koeffizient bei (z — 20)? gleich sein miisste.
Den kdénnte man dann abziehen und einmal (x — z) ausklammern, weswegen dann
wieder der letzte Koeffizient identisch sein miisste usw.

b) Das Polynom z? — 22 — 1 soll an den Stellen 2y = 1 und x5 = —1 entwickelt

werden.
Als erstes fiir z — 1:

~—~

=as=1 =coxl+a;=—1 -2

p(r) = (v — 1)(\03/”” LL )+ p(1)

=(r—1Dx—-1)+2=(x—1)> 2:
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Und jetzt noch fiir = + 1:

p@%ﬂx+D23;$+(i%,_;+@ig
=(x+1)(x—3)+2
=@W4X@+1L$L+ﬂb4ﬂ+2

:a’lzl =—4

=@+D((z+1) -4 +2=(r+1)> —4(x+1)+2

2 Newton und Lagrange

a) Es soll die in der Tabelle aufgefiihrten Messpunkte per Newton-Verfahren inter-
poliert werden.

i | ox y
S
o | -2 0
| y01=0
1 1 -1 0 y012=-1/2
| y12=-1 y0123=1/2
2 |0 -1 y123=1 y01234=-1/4
| y23=1 y1234=-1/2
3 11 0 y234=-1/2
I y34=0
4 | 2 0

Die jeweiligen y berechnen sich wie folgt:

_Y%1r—y% _ 0-0 _ 0 Y=y —1-0_
y01_a:1—a:0_—1+2_ y12—x2_$1— 0+1
_yg—y2_0+1_1 _y4—y3_0—0__1
y23—$3_$2—0+1— y34_x4—a:3_2—1_
_Y—yn _ —1-0_ 1 _y23—y12_1+1_1
o e 0+2 2 s e 1+l
Ysa—ys  O0—1 1 _9123—9012_1"‘%_1
Y34 = Tyg — T2 _2—0__5 Yorzs = T3 — Xg _1—{—2_5
CYama— s 53— 11 Y — Yoz —5—35 1
Y1234 = Ty — 2 T o1 -3 Yo1234 = T4 — 20 T 219 =71
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Das Polynom ist dann wie folgt aufgebaut:

n(x) = yo + Yo1(z — x0) + Yor2(x — zo)(x — 1) + Yor23(x — z0)(z — x1)(z — x2)

+ Yo1234(7 — 20) (¥ — 1) (T — T2)(T — 73)

Es ergibt sich also
n(x) = —%(m +1)(x+2)+ %x(w +1)(x+2)— %(m —Dzx(z+1)(z+2)

b) Die selben Messpunkte werden jetzt mit dem Verfahren von Lagrange interpoliert.
Die Idee ist ein Polynom folgender Form zu finden:

1(z) = yopo(x) + y1p1(x) + ... + Ynpu(2)
wobei sich die p;(z) wie folgt berechnen:

(x—zo)(x—21) ... (T —mim1)(x — @igq) ... (T — Tp)

PilT) = e @ = 21) o (@ — ) (s — a0 — )
po(@) = (—2(131()—(2;2?2_—1)1(;(:22)— 2) ~ 2_14:”(“3 FOE=-D=2)
@) = (—1(:1;)2()—(3&_—1)1(;(:12)— 2) ~ _é“”(x FAE-DE=2)
o) = (o D7) 1 Dot Ve Va3
- DU L
i~ BN Lo

Wir setzten in die Formel ein:

l(z) = 0 po(x) + 0% p1(x) — pa(x) + 0% p3(x) + 0 pa(x)
l(x) = —i(w +2)(z+1)(z—-1)(x—2) = —i(m‘L — 52 +4)

3  Nullstellen

Von dem Polynom p(z) = z* + 923 42922 + 392 + 18 werden die Nullstellen bestimmt.

-3-
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Stelle [ 1] 9|29 39 | 18

0 0| 0] O 0
119129| 39 | 18
-1 -1]-8]-21]-18
118 (21|18 | O

xg = —1 ist also Nullstelle. Es wird also x 4+ 1 nun per Polynomdivision abgespalten:

( a*+92° +2922 + 392 4+ 18) + (¢ + 1) = 2® + 827 + 21z + 18

gt B
83 + 2922
— 823 — 822
2122 + 392
—212% — 21z
18z + 18
— 18z — 18

0

Von diesem neuen Polynom wird nun wieder per Horner-Schema die Nullstelle gesucht

Stelle || 1] 8 | 21 | 18
—1 1| 7 14
11714 | 4
-2 -2 |-12 | -18
116910
Die Nullstelle ist bei ;1 = —2 und wird wieder per Polynomdivision abgespalten.

x3+8x2+21x+18)+(x+2):x2+6x+9

— % — 222
622 + 21x
— 622 — 122
9z + 18
— 9z — 18
0

Auf das Polynom 2. Grades kann die p-g-Formel angewendet werden:
ZE273:—3:|:V32— =-3+£0=-3
Weitere Nullstellen gibt es nicht. Die Produktdarstellung sieht also wie folgt aus:

p(z) = (z + 1)(z + 2)(z + 3)*



(

(

x’ + ° +zt + 2? +r+1)+ (@' +2?+r+ )=+t -z -1+
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4 Polynomdivision

a) Um den ganzrationalen und den gebrochen rationalen Anteil zu bestimmen, muss
erstmal eine Polynomdivision durchgefiihrt werden:

2+ 3x+2

4 2
L5 gt g3 sttt

6 5

r —X

6 PSR R

—r -t = —2? 4+
5 3 2
x +x+2 +x

—zt + 2z +1
z? + 22 +z+1
2 + 32+ 2

Die Losung ergibt sich also als

5+3 2
(x)::z:3+x2—x+1—|— vrors
x) 42 +r+1

]

Q
—

Nun betrachtet man die mdoglichen Lésungen in Z,. Als erstes muss dazu geguckt
werden, wo der Nenner der gebrochen rationalen Funktion 1 ist, denn nur hier kann
iberhaupt das Ergebnis in Z, liegen.

D4t r+l=1l=>+22+2r=0=>2,=0

x1 = 0 liegt auch in der Menge drin, gehort also schonmal dazu.

b) Auch hier fiihrt man als erstes eine Polynomdivision durch

207 +52° — 142° +202* — 2% — 62 + 62 +4) + (2 +42° — 222 + 22+ 1) =22% - 32? + 20+ 2+
— 227 — 825 +4x° — 42t — 223

— 325 — 102° + 162* — 322 — 622

328 + 122° — 62* + 622 + 322

225 + 10x* 4+ 323 — 322 + 6
— 225 — 8zt 4+ 423 — 4% — 22

2t + 723 — T +4x + 4
— 2% — 8% + 4% — 4x — 2
— x® — 322 +2

-5_

xt +
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Da Latex das Ergebnis irgendwie nicht umbrechen kann, hier nochmals richtig, so dass
mans lesen kann:

—x3 — 32?2 + 2
xt +4x3 — 222 4+ 22 + 2

2% — 322 + 22+ 2+

Hier darf der Nenner auf jedenfall nicht O werden, da wir sonst in einem undefinierten
Bereich uns befinden wiirden.

44 — 202+ 20 +1=0= 2y = —4,5189 , 7, = —0, 5095

Diese beiden x; gehdren also nciht zum Definitionsbereich dazu.



