Naja von Schmude MAFI 2 - Lésungen zum 7. Aufgabenzettel 12. Juni 2007
Tutorium: R. Richter, dienstags 12h

1 Harmonischer Holzhaufen

Bei 2 Brettern ist das Problem trivial. Dort ist s; = 1. Um weiterzurechnen, mache
man zuerst ein Bildchen:

2m

sl

s2

s2 sl=1m 1m

Wie man sieht, erreicht man vom untersten Brett den Schwerpunkt vom mittleren
Brett durch t5 + 1 und den Schwerpunkt des obersten Brettes durch ¢5 + ¢; + 1. Der
neue Schwerpunkt ergibt sich dann als die Summe dieser beiden Strecken geteilt durch
2 %(tg + 1+ ty + ¢, + 1). Damit die Bretter nicht runterkippen, miissen sie noch
gerade so mit dem Schwerpunkt auf der rechten Ecke des untersten Brettes liegt, also
bei einer Strecke von 2. Also %(tg + 14ty 4+t + 1) = 2. Man lése nach ¢, auf:
Mo+ l+bh+ti+1) =22+t +2=4&t, =30 &6 =1

Wenn man jetzt dieses Verfahren zur Schwerpunktbestimmung verallgemeinert, dann
muss man jeweils die Abstande zu dem Schwerpunkt jeden einzelnen Brettes addieren

und durch die Gesamtzahl an Bretter teilen. Angenommen, wir haben n Bretter:

1
~(ta A D)t (o F T D)+ (bt 2 Dttt 4 1))
Um das mdoglichste bei der Linge raus zubekommen, miissen wir die oberen n — 1

Bretter wieder mit dem Schwerpunkt auf den Abstand 2, also die rechte Ecke von
Brett n, verschieben:

1
E((tn+1)—I—(tn—l—tn_1+1)+...—|—(tn—f—...+t2—|—1)+(tn+...—|—t2+t1+1))—(n—1):2
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Man formt ein bisschen um:

1
2== tn, +1 tn + tao 1 B R th+1) | —(n—1
(G Dt oy F L) Atk b H 1) | — (1)

n mal n—1 mal n mal 2 mal

1
:E(n*tn—k(n—l)*tn_l—l—(n—Q)*tn_2+...—|—2*t2+t1—|—n*1)—(n—l)

n—1 n—2
:tn—i_—tnfl—i—
n

2 1
tyoo 4+ ...+ —to+ —t;+1
n n

n—1 n—2 2 1
tn,=2—( tho1 + tho+ ...+ —to+ —t;1 + 1)
n n
nxt,=2n—(n—Dt,.1—(n—2tp 0 —...— 2ty —t; —n
n*tn:n—(n—l)tn_l—(n—2)tn_2——2752—251
O=n—n*xt,—(n—1t,1—(n—2)t,0— ... — 2ty — t;

Es ist nun offensichtlich, dass alle Subtrahenten = 1 sind, da wir davon n Stiick haben.
Somit gilt auch ¢, *x n = 1. Bzw.

1
ty = —
n
Um nun die Lange von dem “Holzhaufen” aus n + 1 Brettern zu berechnen, benétigen
wir nur alle ¢,, aufzusummieren. Da wir ja aber nur von rechter Kante zu rechter Kante
die Lange haben wollen, und nicht die Gesamtldnge, muss noch 2 subtrahiert werden.
Nun endlich bekommen wir unser s,,:

Dies ist die harmonische Reihe, die bei n — oo divergiert. Also unendlich groR wird.
Interessanter sind die Werte fiir s59 &~ 2,499 und s99 =~ 3, 187.

2 O-Notation |

a) Essoll f(n)+g(n)=0(max(f(n),g(n))) bewiesen werden. Wenn die Annahme
richtig ist, dann muss gelten

dey, c0 > 0Vn > ng @ ¢p x max(f(n),g(n)) < f(n) 4+ g(n) < ¢z *x max(f(n),g(n))
g

S < f(n) + g(n < e

max(f(n),g(n))
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Es sind nun zwei Falle moglich:

+ g(n
L) > g(n) e < L (”}(nf“ ) <,
Fm)(1 + 42
c1 < f(n) < Co
cl<1+%<02 wahle ¢y = 1,0 =3
——
<=1
f(n)+g(n)
2. : _
f(n)<gn):c < ) < ¢y
gn)(1 + L)
< —— < ¢y
g(n)
cl<1+%<02 wahle ¢; = 1,¢0 =3
XAy
<1
Da wir wie gezeigt ¢; und ¢, finden kénnen, ist die Annahme richtig. O

b) f(n)=0O(f(%). Auch hier muss wieder
n n
deg, eV > gt e * f(§) < f(n) <co* f(§)
gelten. Man formt um

e f(5) < fn) <cax f(5) |2 S

(n)
f3)

Auch hier unterscheiden wir zwei Fille:

f(n)

)

|3

1 < < Co

1.f(n) > f(g) t0 < % < g, wahle ¢ =

f(3)
——

>1

L) < 1(5) e ;E%

Da wir zu jeder Méglichkeit ¢; und ¢, finden, gilt die

-3-

, wahle C1 =

Aussage.

1,02:
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c)
d) Essoll f(n) = O(g(n)) = 27 = O(29™) iiberpriift werden.

f(n) = O(g(n))
& 3e >0V >ng: f(n) <cxgn) |29
of(n) ~ 9gcxg(n)
2/ < (29(m))e
£ 2f(n) o 29(n) o 9f(n) — O(gg(n))

Die Aussage ist also falsch.

Hier auch noch ein anschauliches Gegenbeispiel. Sei f(z) = z und g(z) = xlog, x. Es
gilt hier f(z) = O(g(z)). Was ist mit 2/ = O(29()? Hier miisste 27 < ¢ 271827 =
c * 2% gelten. Dies ist aber falsch, da exponentielles Wachstum wesentlich gréRer ist
als quadratisches.

3 O-Notation Il

Figentlich miisste bei dem Induktionsschritt 327+ k2 = O((n 4 1)?) rauskommen. Die
Argumentation ist dann nur richtig, wenn O(n?) = O((n + 1)?) ist.

4 O-Notation Il

Eine Anmerkung, bevor es losgeht: Jede Funktion ist zu sich selber obere und untere
Schranke, da immer eine entsprechene Konstante ¢ gefunden wird. Die Diagonalen in
den Tabellen enthalten also immer z.

Als erstes wird iberpriift, fir welche Funktionen f(n) = O(g(n) gilt. Vieles ergibt
sich aus der Tabelle, die in der Vorlesung vorgestellt wurde, die iibrigen werden explizit
berechnet.

flglalblc|d]e|f]g
a X|-|x|x|x|-]x
b X | x| x| x|x|x]|x
c -l - x| x| -]-x
d -l - x|-1]--
e Sl - x | x| x|-]-
f X | x| x| x|x|x]|x
g - - - x| -]-1x
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Die Rechnungen zur Tabelle ...

a(n) = O(b(n)) ? Da log, n = O(log, n) gilt, kann auch \/(n) = O(log, n) geschrie-
ben werden, und dies gilt bekanntlich nicht, vielmehr gilt /n = Q(log, n) und somit
auch /n = Q(log,,n).

a(n) = O(d(n)) ? Es muss \/n < c*6n* — 36 — 444 gelten. Dies gilt immer, da d(n)
eine hohere Potenz hat. Es ist also a(n) = O(d(n))

a(n) = O(f(n)) ? Gilt bekanntlich nicht. Vielmehr ist a(n) = Q(f(n)).

a(n) = O(g(n)) 7 Wenn schon nlogsn — 1+ y/n — 1 obere Schranke ist, dann auch
g(n). Man priift also ob die folgende Aussage gilt: v/n < cx(nlogs n++/n—2) Wahle
¢ =1, dann erhélt man \/n < nlogsn+/n—2 < 0 < nlogs n—2, was offensichtlich
gilt fiir alle n > ng = 5.

b(n) = O(a(n)) 7 Siehe a(n) = O(b(n)). Gilt also.

b(n) = O(c(n)) 7 Da log,n = O(log,n) gilt, kann auch log, 0(n) = O(nlog,,n)
geschrieben werden. Dies kann auf log,(n) = O(nlog, n) iibertragen werden, was be-
kanntlich gilt.

b(n) = O(d(n)) 7 Jedes Polynom in n wachst schneller als jedes Polynom in logn,
also (logn)* = o(a’). Insbesondere gilt dann auch logn = o(a'). Somit ist also d(n)
eine obere Schranke.

b(n) = O(e(n) ? Der Logarithmus wéchst viel langsamer als linear, damit ist (
eine Nullfolge und somit beschrankt. Die Behauptung gilt also.

b(n) = O(f(n)) 7 Da log,n = O(log,n) gilt, kann auch log, 0(n) = O(log,,n)
geschrieben werden, was ja gilt.

b(n) = O(g(n)) ? Wieder der Trick von oben, man tiberpriift log,,n < ¢ (nlogsn +

v/n—2). Die Folge (ngi%) muss also beschréankt sein, und das ist sie auch, da

es sich um eine Nullfolge handelt. \/n wichst ndmlich schneller als der Logarithmus,
und somit auch die Summe im Nenner als der Z3hler.

c(n) = O(b(n)) 7 Wie immer kann der Logarithmus umgewandelt werden zu nlog, n <
¢ x logy n. Dies gilt laut der Tabelle nicht!

c(n) = O(d(n)) ? Wenn dies gilt, dann muss auch (Wl;fig—lem) beschrankt sein. Dies

ist sogar eine Nullfolge, da ein lineares Wachstum schneller ist als logarithmisches.

c(n) = O(e(n)) 7 Es misste <n1l(§)0go2nn) = (1(1)%851) beschrankt sein. Dies gilt aber nicht,

da log, n liber alle Grenzen wéchst und auch der Faktor daran nix dndert.
c(n) = O(f(n)) 7 Gilt laut Tabelle nicht.
c(n) = O(g(n)) 7 Trick von oben mit dem Abschétzen nach unten. Es muss die Folge

(1”1%) beschrankt sein. Dies ist eine Nullfolge und somit beschrankt, da die
nlogys n+y/n—2

Waurzelfunktion schneller wichst als jeder Logarithmus.

d(n) = O(a(n)) ? (MO=2=21/%) = | /(n)(6n — 36 — 444/n) Diese Folge ist nicht

beschrankt, daher gilt die Behauptung nicht.
d(n) = O(b(n)) 7 Siehe Begriindung von b(n) = O(d(n)). BloB andersrum, gilt also
nicht.

b(n)
e(n) )
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d(n) = O(c(n)) ? (MO=30-/m)y _ (Sn=86-4M/n) it picht beschrinkt, da der Loga-

nlogyn logy n
rithmus langsamer wichst als linear. Somit gilt dies nicht.

d(n) = O(e(n)) 7 (MO B-t/n)y  (Sn=30-404/ny gilt auch nicht, da die Folge iiber
alle Grenzen wiéchst.
d(n) = O(f(n)) 7 Siehe Begriindung d(n) = O(b(n)), gilt auch nicht.

d(n) = O(g(n)) ? Wir schitzen wieder nach unten ab. (%) miisste be-

schrankt sein. Ist es aber nicht, da der Nenner durch die Wurzel langsamer wichst als

22 im Zahler.
e(n) = O(a(n)) 7 Gilt nicht, da (%) = (10004/n) nicht beschrankt ist. e(n) =
O(b(n)) 7 Da lineares Wachstum groBer ist als logarithmisches, gilt die Aussage nicht.

e(n) = O(d(n)) ? (n(ﬁnf§g9244/n)) = (6n731609244/n) ist eine Nullfolge und somit be-

schrankt.
e(n) = O(f(n)) 7 Siehe e(n) = O(b(n)).
e(n) = O(g(n)) ? Wieder wird nach unten abgeschitzt. (120" __) = (n( 10007

nlogs n+v/n—2
(W}%) ist nicht beschrénkt, also gilt die Aussage nicht.
f(n) = O(b(n)) ? Siehe b(n) = O(f(n)).

f(n) = 0O(d(n)) 7 Siehe b(n) = O(d(n)).

f(n) = O(g(n)) 7 Siehe b(n) = O(g(n)).

g(n) = O(a(n)) ? Jetzt kommt immer der Trick andersrum. Wenn fiir nlogsn +

v/ + 2 obere Schranken gefunden werden, dann auch fiir g(n). ("IOLW) =

<\/n(\/ﬁlog5 %ﬁﬂﬁ/ﬁ) = (v/nlogsn/\/n+1+42/4/n) Ist nicht beschrankt, also gilt

die Aussage auch nicht.
g(n) = O(b(n)) ? (MLt vVmt2y Byyrch die Wurzel wiichst der Zahler schneller als der

loggn
Nenner, somit ist die Folge nicht beschrankt.

g(n) = O(c(n)) ? Auch hier sorgt die Wurzel im Zahler fiir ein schnelleres Wachstum
und damit fiir Nichtbeschranktheit.

g(n) = O(d(n)) ? Ein Polynom wachst schneller als logarithmisch. Deshalb erhalt man
eine Nullfolge und somit gilt die Aussage.

g(n) = O(e(n)) 7 (“logsnivn/ni2/n)y _ (losanivm/ni2/n) Dies jst nicht beschrinkt
und somit gilt die Aussage nicht.

g(n) = O(f(n)) 7 Die Wurzel wichst schneller als der Logarithmus im Nenner, darum

erreicht man auch keine Beschranktheit, da die Folge iiber alle Grenzen wachst.

In der Tabelle sind nun alle f(n) = Q(g(n)) aufgefiihrt. Dies entspricht der gespie-
gelten Tabelle von f(n) = O(g(n)). Wenn ndmlich g(n) obere Schranke fiir f(n) ist,
dann ist andersrum f(n) untere Schranke fir g(n).

logs n+y/n/n—2/n)

) =
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flglalblc|d]e|f]sg
a X|x|-]-]-|x]-
b -Ix -] --]x]-
c X | x|x|-|x]|x]-
d X | x| x| x|x|x]|x
e X|x|-|-|x|x]|-
f S lx |- --x]-
g X[ x| x| -1]-]x]|x

Und jetzt die f(z) = ©(g(z)) Tabelle. Hier gehoren alle Paare zu, die in den beiden
obreren Tabellen vorhanden sind, da jeweils beide Eigenschaften erfiillt sein miissen.

f\gfalblcldle|f]s
R
e
o RN R Y

5 Grenzen
Es wird (1 — 2)* auf Konvergenz untersucht.
X

3 3
lim (1 — 2-)“ = lim (1 — i)‘*w

r—00 €T Tr—00

~ 0, 002479
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Und nun zur zweiten Aufgabe ...

_ 1 lim, , o- =45 o< —2
lim = w2
e——21 + 2 lim, o+ =5 n>-2
(
lim, , o 5 T <=2
_ neg
N li ! > =2
im,_,_o+ n > —
T 42
——
L pos

I s T < —2
B +00 n > —2

Diese Funktion ist also divergent.



