Naja von Schmude MAFI 2 - Lésungen zum 5. Aufgabenzettel 30. Mai 2007
Tutorium: R. Richter, dienstags 12h

1 Einheitswurzel

a) Esist (¥, = (i, zu zeigen.
. 1 . 1 . 1 . 1
5571 — (6227T%)dk} — ezZW%*dk — 612]671—5 — (GZQWE)]C — ’571
[
b) Esist Cn%l = —1 fiir gerades n > 0 zu zeigen.
31 = (ei%%)% = ¢?"a*5 = ¢ = cos + isinm = —1
[
c)
d) Essoll 377, *(Cur)? = 0 bewiesen werden.
n—1
(Cn k) (Cn,k)o +<Cn,k)1 + (Cn,k)2 +o Tt (Cn,k)n_2 + (Cn,k>n_1
s jf)_/
_ _ +(Cu)? gerades n
1 n—1 2 n—2 )
(Cak)” + () (Cak)” + () {+(Cn,k)21 +(Gup)¥*! ungerades n

2k i2km (n—1 i2km 2 i2km L (n—2 e/ (®)
= Ty g kT (=) pikmR2 y gikmy (=) o 1n 2ol (n
612](?7?;(571) +el2kﬂ;(§+1)

1 1 1
= cos(2km—) + zsm(?kw )+ cos(2k:7r—(n — 1)) +isin(2Qkr—(n—1)+. ..
n n n

Vv
kdnnen per Additionstheorem zusammengefasst werden

{—i—cos(ka 2) +isin(2kr=2)

N

+cos(2km (% — 1)) + zsm(2k7r%(g — 1)) + cos(2km 2 (% + 1)) + isin(2kr = (2 + 1)
2kmL 4 2krL(n —1) 2krL — 2kri(n —1)

= 929
sin 5 CcoS 5
2kmi +2kni(n—1)  2kmi —2kri(n—1)
+ 2 cos n n Cos n n
2 2
—-n
T+ ...

= 2 sinkw cosk
W—/ n
keZ==0

Hmm, in meinem Kopf ging das irgendwie besser ...

_1-
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2 Trigonometrisches

Es sollen
sin4¢ = 8cos® ¢sin ¢ — 4 cos psin ¢
cosd¢p = 8cost ¢ — 8cos® p + 1
mithilfe der tringonometrischen Formeln fiir ¢* bewiesen werden. Zuerst wird also
(€)* = (cos ¢ + isin ¢)* berechnet:
(e)* = (cos ¢ + isin ¢)* = cos® ¢ + 4 cos® i sin ¢ + 6 cos® gi* sin? ¢ + 4 cos ¢i® sin® ¢ + i* sin ¢
= cos® ¢ + sin* ¢ — 6 cos® ¢sin? ¢ + (4 cos® ¢ sin ¢ — 4 cos ¢ sin® P)

Zudem ist (¢”)* = € = cos4¢ + isin4dd und so kdnnen nun also die real- und
imaginar Teile verglichen werden, um die aussage zu bestatigen.

sind¢ = 4 cos® psin ¢ — 4 cos psin® ¢
= 4 cos® ¢sin ¢ — 4 cos ¢sin (1 — cos® ¢)
= 4cos® psin ¢ — 4 cos ¢ sin ¢ + 4 cos® ¢ sin ¢
= 8cos® ¢sin ¢ — 4 cos ¢ sin ¢

cos4¢ = cos* ¢ + sin® ¢ — 6 cos® psin® ¢
= cos® ¢ — 6cos? ¢(1 — sin® ¢) + sin’ ¢
= cos* ¢ — 6cos’ ¢ + 6cos* ¢ + sin? ¢
= Tcos* ¢ — 6cos® ¢ + (1 — cos® ¢)?
=Tcos' ¢ —6cos’ ¢+ 1 —2cos® ¢ + cos’ ¢
=8cos'p —8cos® )+ 1

3 Komplexe Zahlenebene

Die Skizzen sind auf dem separaten Blatt zu finden.
Hier nun die kurzen Erlduterungen ...

1. 5e" mit 0 < t < 7 beschreibt einen Halbkreis mit Radius 5. Durch das Addieren
von 3 — i wird der Halbkreis nur entsprechend verschoben. Es gehdren also alle
Punkte des Halbkreises zu z.

2. Da sich der Winkel und der Betrag, also der Abstand zum Nullpunkt, immer
gleichmaBig andert, wird eine Art Spirale geformt. Alle Punkte auf der Spirale
liegen in der Menge.
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3. Der Punkt —1—i liegt in der Ebene. Von diesem Punkt aus sollen nun alle Zahlen
den Abstand < 3 haben. Dies formt wieder einen Kreis, der verschoben wird zu
dem Mittelpunkt —1 — 4. Diesmal gehéren aber alle Punkte, die innerhalb und
auf dem Kreisbogen liegen, zur Menge.

2

4. Damit das Argument 0 ist, muss der Imaginarteil von 2% = 22+ 22y —y? gleich
~—

Im
0 sein. Die 0 wird erreicht, indem entweder x = 0 oder y = 0 und gleichzeitig

x4+ 1 =0 (wegen dem +1) der Realteil ist. Es sind also alle z in der Menge
enthalten, welche auf der x-Achsen bzw. auf der Gerade bei x = —1 liegen.

4 Umrechnung

Es sollen Real- und Imaginarteil sowie Betrag und Argument berechnet werden.

2ri \
1—(141i)2

Es wird in de Exponentialform umgewandelt, da es sich hier besser teilen und poten-
zieren lasst.
Der Z3hler ist einfach ...

z2=2+1

2] = V22 +12 =15

2
arg z = arccos — =~ 26, 57°

V5

S 2 = /BT

Der Nenner ein wenig komplizierter ...

n=14+14+?=14+14+4)1+3i) =1+ (1417)*(1+1)
=1+(1-9)(1-i)=1+4+1—-42—-1=1-1:2

In| =12+ (=22 =5

1
arg n = — arccos — =~ —63, 43°

V5

= n = /e "1
Jetzt ist das Dividieren und das Potenzieren leicht
N9 9
\/5ei26:57 _ éei(26.57°+63,43°) _ (ei(90°))9 _ i(90°)9 _ i(720°)
\/gez‘—63,43° \/g

_ i(0%)
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Und jetzt in algebraischer Darstellung:

cos(0°) +isin(0°) =_1 +i_0
Re Im

Und nun zum zweiten Teil ...

1+i\”
11—

Auch hier wird erstmal in die Expnentialform umgeformt.

z=1+1
2| =VIZ+12 =2
1
arg z = arccos — = 45°
I NG
=z = V2™
n=1-—1
n| =12+ (12 =2
1
arg n = arccos — = 45°
I NG
= n = V2"

Nun kann einfach dividiert und potenziert werden ...

o 99
V25 B @ei(%of@o) _ 0499 _ 0
V2¢i45° V2 - -

In algebraischer Darstellung ergib sich

cos0+12sin(0 = ; +1 IO



