Naja von Schmude MAFI 2 - Lésungen zum 1. Aufgabenzettel 1. Mai 2007
Tutorium: R. Richter, dienstags 12h

1 Gruppe, Korper

a) Um zu zeigen, dass eine Gruppe gebildet wird, miissen folgende drei Eigenschaften
tiberpriift werden:

1. Ist die Addition mit mod 1 auf dem Intervall I = [0; 1] assoziativ?

2. Existiert ein neutrales Element?

(a+e) mod 1 ~a
= ¢ = (0, da a nach Definition nie 1

3. Gibt es inverese Elemente?

1, damit als Rest 0 bleibt
= a ' =1 — a dies gilt allerdings nur fiir a # 0, fira=0gilt a=! =0

b) Um zu zeigen, dass es sich bei der Menge Q(1/2) zusammen mit der Multipli-
kation und der Addition um einen Koérper handelt, miissten folgende Eigenschaften
nachgewiesen werden:

1. Handelt es sich bei (Q(v/2),+) um eine abelsche Gruppe?

e assoziativ?

a+(b+c)=(a+b)+c

(a1 + agV/2) + [(b1 + baV2) 4 (¢1 + c2V2)]

= (a1 + az\/é) + (b + bg\/ﬁ) + (1 + Cg\/i)
= [(a1 + aaV/2) + (b + b2v/2)] + (c1 + c2V2)
=(a+0b)+c

e neutrales Element?

!
a-+e=a

(a1 + ag\/ﬁ) + (61 + 62\/5) = (CLl + (12\/5)
= e; + e5v/2 = 0 nach der Definition von Addition
lasst sich darstellen durch e; =0,e5 =0
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e inverses Element?

-1 !
ata  =e

(a1 + asV2) + (a7 + a3 'V2) = (0+0V2)
ar' 4 a3 V2 = —(a) + aaV'2)
al_l + a;l\/g = —ay — ayV/?2

e kommutativ?

a—i—b;b—i-a
(al+a2\/§)+(b1+52\/§) :a1+a2\/§+b1+b2\/§

= b1 +ng/§—|—a1 +CZ2\/§: (bl —|—b2\/§) + (Cll +a2\/§)
=b+a

Ja, es handelt sich um eine abelsche Gruppe!
2. Ist (Q(V/2), %) eine abelsche Gruppe?
e assoziativ?
ax* (bx*c) = (a*xb)x*c
(a1 + asv/2) * [(br + b3V/2) * (e1 + 2V/2)]
= (a1 + a2V/2) * (by + boV/2) % (1 + 2V/2)
= [(a1 + azV'2) * (b1 + bavV/2)] * (c1 + 2V2)

=(axb)xc

e neutrales Element?

!
a*xe=a

(a1 + aaV'2) * (e1 + e2V2) = (a; + axV/2)
= ¢; + e5v/2 = 1 nach der Definition von Multiplikation
lasst sich darstellen durch e; = 1,e5 =0

e inverses Element?
e kommutativ?

a*béb*a

(a1 + aaV'2) % (b1 + baV/2) = (by + by V/2) * (ay + azV/2)

bxa
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3. Sind die Operationen + und x distributiv?

ax*(b+c) Zaxbtaxe
(a1 + @V2) (b1 +B2v2) + (01 + 2v2))
= (a1 + CLQ\/§) * (by + b2\/§) + (a1 + Clz\/g) * (¢ + CQ\/E)

=axb+tax*c

Die Operatoren sind distributiv.
Da alle drei Voraussetzungen zum Korper erfiillt sind, handelt es sich also bei

(Q(v/2), 4, %) um einen.

2 Algebraische Struktur
e Untersuchung auf Assoziativitat:
— aldb; es ist ad(b0c) = (aJb)Oec zu zeigen.

adb0c) =a00b+c+1)=a+(b+c+1)+1
=(a+b+1)+c+1=(a+b+1)dec= (adb)Oc

— alb; es ist aQ(bdc) = (a®b)Oc zu zeigen.

a(bOc) = aQ(bc+ b+ ¢)

=albc+b+c)+a+ (bc+b+c)=abc+ab+ac+a+bc+b+c
=abc+ac+bc+ab+a+b+c=(ab+a+bc+ab+a+b+c
= (aQb)c + (adb) + ¢ = (aOb)Oc

0
Die beiden Strukturen sind assoziativ!
e Untersuchung auf Kommutativitat:
— Es ist alJb = bla zu zeigen.
aldb=a+b+1=b+a+1=0bla
O



Naja von Schmude MAFI 2 - Lésungen zum 1. Aufgabenzettel 1. Mai 2007
Tutorium: R. Richter, dienstags 12h
— Es ist aQb = bda zu zeigen.
adb=ab+a+b=ba+b+a=>bda
O

Die Strukturen sind kommutativ!
e Das neutrale Element wird bestimmt:

— Gesucht ist e mit alle = a

alde = a
at+e+1l=a
e=—1

Das neutrales Element ist —1.

— Gesucht ist e mit aQe = a

ade = a
aet+a+e=a
e(a+1)=0
e=0

Das neutrale Element zu ¢ ist 0
e Gibt es inverse Elemente?

— Gesucht ist fiir alle @ ein ¢! mitada! = ¢

aldat=e
a+at+1=-1
al=-2—-q

Zu jedem a kann ein passendes inverses Element bestimmt werden durch

al=-2-a
— Gesucht ist fiir alle @ ein ¢! mitada~ !t =¢
ada ! =e
ac ' +a+at=0
aa t+at=—a
aa+1)=—a
—a
a =
a+1
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Zu jedem a kann ein passendes inverses Element bestimmt werden durch

-1 _ —a
@ T a+1

e Es ist zu untersuchen, ob die Strukturen distributiv sind.

— Es ist die Gleichheit a{)(b0c) = (a®b)T(adc) zu Uberpriifen.
a®(bc) = a(blc) + a+ (bc) =a(b+c+1)+a+ (b+c+1)
=ab+tac+a+a+b+c+1=(ab+a+0b)+ (ac+a+c)+1
= (a0b)O(adc)

[

— Es ist die Gleichheit aJ(b{c) = (aldb)O(aldc) zu Uberpriifen.
Linke Seite: aQ(b00c) = a®(b+c+1)=alb+c+1)+a+ (b+c+1)
rechte Seite: (a0b)O(alc) = (a +b+1)0(a+c+ 1)
=(a+b+1)(a+tc+)+(a+b+1)+(a+c+1)

Widerspruch, da wir auf der rechten Seite unter anderem a? erhalten, was
links nie moglich ist. Die Strukturen sind also nur in eine Richtung distri-
butiv.

3 Rationale Zahlen

Es ist die wohldefiniertheit der Addition und Mulitplikation von rationalen Zahlen in
Aquivalenzklassendarstellung zu zeigen.

Es gilt: (z,y) ~ (2,9) © 2y = yz
b)~ + (¢,d)~ = (ad + cb,bd).. (Definition der Addition)

D)~ + (c:d)~ = (@,0)~ + (&,d)~

(a,
Es ist zu zeigen: (a,
= (ad + ¢b, bd) ~ (ad + ¢b, bd)
Es muss also (ad + cb)(bd) = : (bd)(ad + ¢b) gelten.
(ad + ¢b)(bd) = adbd + cbbd = abdd + cdbb

= badd + décbb = (bd)(ad + ¢b) O

(a,b)~ + (¢,d)~ = (ac,bd)~. (Definition der Multiplikation)

Es ist zu zeigen: (a,b). * (¢, d)~ = (@, )~ * (¢,d)~
= (ac, bd) ~ (aé, bd)
Es muss also acbd = bdac gelten.

acbd = abed = bade = bda¢ O

-5_
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4 Intervalle

Sei A1 = Qn (a,b) die Menge der rationalen Zahlen im reellen Intervall (a,b). Es ist
nun zu zeigen, dass diese Menge abzahlbar ist, d.h. dass eine Bijektion f: Ay — N
existiert. Wie in der Vorlesung gesehen, kdnnen Rationale Zahlen auch als Aquivalenz-
klassen von Briichen aufgefasst werden. Und diese Aquivalenzklassen kann man in dem
Intervall “durchnummerieren”, also den natiirlichen Zahlen zuordnen. Somit existiert
also eine eindeutige Zuordnung, d.h. A; ist abzdhlbar unendlich groR.

Ay = R\Q N (a,b) sei die Menge der irrationalen Zahlen in (a,b) und es gilt zu
zeigen, dass diese Menge iiberabzahlbar ist. Die Vereinigung A; U A, entspricht ja dem
reellen Intervall (a,b). Es ist nun aber bekannt, dass die reellen Zahlen, auch schon
in einem kleinen Intervall, {iberabzahlbar sind (siehe Cantors Diagonalisierung). Da wir
aber bereits gezeigt haben, dass A; abzdhlbar ist, muss folglich der iiberabzahlbare
Anteil in (a,b)\A; = A, liegen. Somit ist gezeigt, dass A, iiberabzahlbar ist.

5 Supremum

a) XUYistdurch XUY = {ala € X Va € Y} definiert. D. h., dass |[XUY| > | X|
und | XUY'| > |Y'| und somit die Vereinigung nach der Definition von X und Y nichtleer
Ist.

Und da schon X und Y nach oben beschrankt sind und sozusagen kein Element verloren
geht, muss folglich auch die Vereinigung X UY nach oben beschrénkt sein. Und zwar
ist hier dann die obere Schranke das groRte Element der jeweiligen Schranken von X
und Y.

X 4 Y ist nichtleer, da sich durch die Addition nicht die Anzahl der Elemente dndern
kann. Im schlechtesten Fall, wenn X und Y beide nach Definition nur ein Element
besitzen, dann ware auch bei X 4+ Y noch ein Element vorhanden, namlich welches
durch z € X + y € Y charakterisiert ist.

Zudem ist es auch nach oben beschréankt, da sich durch die Addition einfach nur die
Grenzen verschieben (entlang des Zahlenstrahls) aber nicht aufgehoben werden.

b) Seiz =sup X und y =supY. Dann ist nach der Definition von der Vereinugung
(siehe a)) das Supremum der Vereinigung entweder = oder y. Es ist x genau dann, wenn
x <y und y fir r < y. Im allgemeinen ist es also das Maximum von den Suprema.

c) Sei wieder x = sup X und y = sup Y. Dann ist nach Definition von X + Y auch
x + y Supremum, ndamlich, das von X + Y.
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d) Der Beweis wird durch Kontradiktion gefiihrt.
Sei X eine endliche Menge und m € X = max X. Damit ist m nach Definition vom

Maximum auch obere Schranke. Und da es keine kleineren oberen Schranken geben
kann, da diese dann kleiner als m waren, muss m auch Supremum sein. Und somit ist

sup X € X.



