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1. Vorlesung, 15.10.2007

1.1. Organisatorisches

Anmeldung zu den Tutorien wird am Mittwoch um ca. 16 Uhr freigeschaltet.
Die Termine - die Tutorien fangen erst nachste Woche an:

Mi | 14-16 | Alex
Mi | 16-18 | Alex
Do | 10-12 | Hanne
Fr | 8-10 Leif
Fr | 10-12 | Leif
Fr | 12-14 | Hanne

Die Ubungszettel sollen immer montags vor der Vorlesung bis 12.15 abgegeben werden.

1.1.1. Aufbau der Vorlesung
Lineare Algebra und Stochastik ist das Thema.
1. Lineare Algebra
2. Codierungstheorie

3. Stochastik

1.2. Grundlegende algebraische Strukturen
Diese kennen wir ja schon aus Mafi 2.

e Halbgruppen, Monoide

e Grupen

e Korper

e \ektorrdume

H ist eine Menge von Elementen und * sei eine Operation H x H — H mit (hy, ha) —
h1 * hg.
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Definition 1 (Halbgruppe). (H, ) heilt Halbgruppe, falls die Assoziativitit gilt:
Vhl,hg,hg € H: (h1 * hg) * hg = hy * (hQ * hg)

Definition 2 (Monoid). Eine Halbgruppe (H,*) heit Monoid, falls es zusitzlich ein neu-
trales Element gibt:

dec€c HYh € H: hxe=exh=~h

Definition 3 (Gruppe). Ein Monoid (H,*,e) heiBt Gruppe, falls es zusatzlich ein inverses
Element gibt:

Vhe HIJhc€ H:hxh=hxh=c¢
Die Standardnotation fiir eine Gruppe lautete (G, *, e).
Definition 4 (kommutative Gruppe). (G, *,¢e) Gruppe ist kommutativ (abelsch) falls zu-
satzlich gilt:

Vg1,92 € G g1 *x g2 = gax ¢

Beispiele

1. (N,+,0) ist ein Monoid, da wir zur 1 kein inverses Element finden.
(N, -, 1) ist auch ein Monoid, weil es keine Briiche gibt, gibt es auch keine inversen
Elemente (bis auf die 1).

2. (Z,+,0) ist eine kommutative Gruppe.
(Z,-,1) ist immer noch ein Monoid.
3. (Q,+,0), (Q\{0},-,1) sind Gruppen.

4. Grundmenge ist B, die Wahrheitswerte. Dann ist (B, A, 1) ein Monoid, aber keien
Gruppe, weil es kein inverses Element zur Gruppe gibt.
(B, V,0) ist Monoid
(B, &, 0) ist eine Gruppe.
(B\0, A, 1) ist Gruppe

5. f :B™ — B ist eine n-stellige Boolesche Funktion mit (b1, bs,...,b,) — b. B, ist die
Menge aller n-stelliger Boolescher Funktionen.
Es sei (B,,, V,0) ein Monoid. Wie definiert man nun fV g ?

(fvg)<b177bn):f(b177bn)vg(bluubn)
0 ist dabei 0(by,...,b,) =0€ B

Definition 5 (Korper). (K, +,-,0,1) heilt Kérper, wenn (K, +,0) eine kommutative Grup-
pe bildet und (K\{0}, -, 1) auch eine kommutative Gruppe bildet. Zusatzlich fordert man die
Distributivitt:

Va,b,ce K:a-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c)

Diese drei Forderungen sind die "Kérperaxiome”
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Beispiel (Q,+,-,0,1), (R,+,-,0,1und (C,+,-,0,1) sind Kérper. Auch (B, ®,A,0,1) ist
ein zweielementiger Korper.

Sei p eine Primzahl. Die Grundmenge = {0,1,2,...,p — 1} sind die Reste der Division
durch p. Man definiert eine Addition + als a+b = (a+b) mod p und die Multiplikation als
a-b=(a-b) mod p. 0 ist das neutrale Element der Addition und 1 das der Multiplikation.

Insgesamt handelt es sich also um einen Kérper.
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2. Vorlesung, 17.10.2007

2.0.1. Eigenschaft von Gruppen

Sei (G, -, 1) eine Gruppe.
Fiir jedes g € G ist das inverse Element ¢! eindeutig.

Beweis 1. Angenommen g € G mit inversem Elementen g und § und g # §.
g=9--1=(9-9)-9g=1-g=g O

2.0.2. Rechnen in Korpern

(K,+,-,0,1) ist ein Korper mit (K, +,0) und (K-, 1) sind abelsche Gruppen. Zudem gilt
Va,b,ce K :a-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c).
Die Gleichungen der Form a -z + b = ¢ mit a # 0 hat eine eindeutige Lésung in K.

a-x+b+(=b) =c+(-b)
a-xr=c+(=b)

a-z-a'=(c+(=b)-a?
r=(c+(~b)-a’

Beispiel p sei Primzahl und Z, der Korper iiber {0, 1,...,p — 1} mit Addition und Multi-
plikation mod p.
In Zs kann z.B. die Formel 2 -z + 1 = 4 geldst werden:

20 +1=4
20 4+1+4=3
20 =3

2-3-x=3-3
r=14

2.1. Verktorraume

Definition 6 (Vektorrdume). (K, +,,1,2) ist ein Kérper und V' eine Menge. Wir haben
die Operationen +:V xV =V und-: K xV — V.
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1
2
3
4

5
V

. (V,+,0) ist abelsche Gruppe

VA peKYoeV - (u-v)=(A-p)-v

. YveV:il-v=v

VA e K, Yo,weV A (v+w)=(A-v)+ (A w)
VAN peRKYVWweV :i(A+p)-v=0ANv)+(u-v)

heillt Vektorraum tber K, auch K-Vektorraum. Die Elemente in V nennt man Vektoren,

die in K heiRen Skalare und mit 0 wird der Nullvektor bezeichnet.
Besonders interessant: K = R, der reelle Vektorraum und auch K = C, der komplexe
Vektorraum.
Beispiele
1. Fir jedes n > 1 : R™ ist R-Vektorraum und fiir C" ist C-Vektorraum. Dabei ist

N

R™ = {(ry,-,m,)|Vr € R}.

+:R"xR" - R"

(riycoorn)+ (oo rl) = (ri+r,re+ 75 ooy 1)

. R ist ein Q-Vektorraum
+ : R x R — R Addition von reelle Zahlen
*: Q x R — R normale Multiplikation.
Aber Q ist kein R-Vektorraum beziiglich Multiplikation vom Typ R x Q — Q. Das
kann namlich aus Q fiihren.

. K™ ist ein K-Vektorraum, wobei K™ = {(ky,...,k,)|Vk € K}.

+: K" x K" — K™ als (ky, ..., k) + (kl,..., k) = (k1 + kY, ..., kn, + K ist die
Korperaddition.

7% ist Zo-Vektorraum. Dieser Vektorraum ist wichtig fiir die Kodierungstheorie.

Funktionenraume

F :{f:R — R} ist R-Vektorraum.
+: FxF—-F

Ve e R: (f +g)(z) = f(z) +g(z)
(A f(@) =X f(2)
O=hmitVeeR:h(z)=0

Polynome K|z] tiber K bilden einen K-Vektorraum. Ein Polynom ist eine Funktion
der Form
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2.1.1. Unterstruktur

Definition 7 (Unterraum). V sei ein K-Vektorraum und sei ) # U C V. Ist U mit den von
V' induzierten Operationen ein K -Vektorraum, so heit U ein Unterraum (Teilraum) von V.
aquivalent: Vu,v e U :u+v € U undVYu e UYA € K : A-u € U.

Beispiel
1. V ist ein K-Vektorraum. V und {0} sind Unterrdume.
2. Die Unterrdume von Z% heilen lineare Codes.

3. R?. Dann beschreib {\ - v|\ € R} eine Gerade.
Allgemein fiir jeden K-Vektorraum V gilt: v € V{\-v|\ € K}.
Noch allgemeiner: K-Vektorraum iiber V. vy, v9,...,0, € V, A, \,..., A\, € K.
> or 1 A - v; heiBt Linearkombination von vy, vs ... vy,.

Definition 8 (Lineare Hiille). Die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren vy, . .., v,
heiBt Lineare Hiille (span) der Vektoren. Also M = {vy, vy, ...v,} dann wir die Lineare Hiille
mit Lin(M) bezeichnet.

Satz 1. V ist ein K-Vektorraum. M = {vy,vs,...,v,} die Menge von Vektoren. Lin(M)
ist Unterraum von V.

Beweis 2. u,w € Lin(M). Dann lasst sich u schreiben als w = 3" | A\;v;. Genauso kann
auch w geschrieben werden: w = %" | p;v;

n

utw = Z()\Z + pi)v; € Lin(M)

i=1

Au =Y A\w; € Lin(M)

i=1
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3. Vorlesung, 22.10.2007

3.0.2. Lineare (Un)Abhiangigkeit

Definition 9 (linear abhangig). M = {vy,...,v,} C V. v € V heit linear abhiangig von
M, falls

EI)\i:zn:)\i*vi:v
i=1

Beobachtung Falls v linear abhidngig ist von der Menge M = {vy,...,v,}, soist Lin(M) =
Lin(M U{v})

Beweis 3. Sei w € Lin(M U {v}).

w = i)\;vi + A\

i=1

n

/

v = g AU
i=1

also

n

i=1 =1

i=1
also w € Lin(M). O

Definition 10 (linear unabhingig). {v1,...,v,} heiBt linear unabhangig, wenn sich kein v;
als Linearkombination der anderen darstellen lasst.

Satz 2 (Kriterium fiir lineare Unabhangigkeit). V' ist ein K-Vektorraum. M = {vy, ..., v,}
ist linear unabhingig, genau dann wenn fiir jede Linearkombination mit

zn:/\i*vizﬁ
i=1

gilt: Vi : \; = 0. (Jeder Vektor v € Lin(M) lasst sich eindeutig als Linearkombination von
v, ..., v, darstellen.)
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Beweis 4.

=> Angenommen 31, ..., Ay 1 > 0 N = 0 und ein A # 0

Z )\ivi = —)\kvk ‘ * (—)\k)il

i=1,i#k
n
-1
E Ai(=Ak) v = vy
i=1,i%k
Also ist vy linear abhangig von {vy, ... Uk 1,Vk41,. .-, Un}

<= Seiwy,...,v, linear abhangig.

dk v, = i A\i;

i=1,i#k

Setze \j, = —1.
6: Z)\ivi/\)\k =0
=1

O

Definition 11. Eine unendliche Menge von Vektoren heillt linear unabhingig, falls jede
endliche Teilmenge linear unabhangig ist.

Beispiel Wir nehmen uns reelle Polynome R[z] = {>7 | r;2*| r; € R}. Dannist {1, z, 2%, 2%, 2. ..}
linear unabhangig.

n
E rixt =0
i=1
= alle r; miissen 0 sein, weil sonst auf linker Seite ein Polynom stehen wiirde.

3.0.3. Basis eines Vektorraums

Definition 12 (Basis). V' sei ein K-Vektorraum. Eine Menge B C V' heilit Basis von V,
falls

1. Lin(B) =V

2. B ist linear unabhangig

Naja v. Schmude 12
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Beispiel {(2,3),(3,4)} ist eine Basis von R?. Fiir jedes (z,y) € R? existiert A\, u € R
A (2,3) + px(3,4) = (z,y)
also
Ax24+pu*x3=ux
Axd+pxd=y
9u — 8 = 3x — 2y nach Losen des Lineares Gleichungssystem
= pu=23r—2y
A= —4dx+ 3y
Die Standardbasis von R? ist {(1,0), (0,1)}.
(z,y) = =(1,0) +y(0,1)
R? hat unendlich viele endliche Basen.

Satz 3. Jeder Vektorraum (# {0}) hat eine Basis!

e Diese Basist ist im Allgemeinen nicht eindeutig.

e die Standardbasis von R” lautet

{(1,0,0...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,0,1)}

e Basen konnen unendlich grol} sein.

Satz 4 (Austauschsatz von Steinitz). V' sein ein K-Vektorraum. Sei B = {b,...,b,} eine

endliche Basis von V.
Sei v € V ein beliebiger Vektor # 0.

b, € B :{b1,...,bp_1,0,bp11,...,b,} ist Basis von V

Beweis 5. B ist Basis. Also
i=1

Dawv #0:3i: )\ #0. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit knnen wir sagen i = 1.
Zeige {v, by, ... b,} ist Basis. D.h.

1. Lin({v,by, ..., b,}) =V
B ist Basis:Yu e V :u=3Y" jub; (*)
insbesondere

i=1
= >\1b1 + )\ng + ...+ )\nbn | * ()\1)_1

bl = ()\1)_11} — Z )\Z‘(Al)_lbz‘
i=2
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Einsetzen in (*)

u=p(A\ 1o — Z NAT'D:) + praba + o+ by,
=2
u = AT 0+ (Ao )by + fiabs
=27+ (g + (?72071))b,

2. {v,by,...,b,} ist linear unabhangig. Falls (1v + Boby + ... + Bub, = 0, so ist also
Br=PF=...=3,=0.

B> Aibi) + Baba + ...+ Baby =0
=1

Bidiby + (51)\2 + ﬁz)bz + ...+ (ﬁl)\n + ﬁn)bn = 6

B ={by,...,b,} ist Basis, also ist insbesondere 31\; = 0. Daraus folgt, dass 3; = 0,
da wir gerade \; # 0 annahmen.
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4. Vorlesung, 29.10.2007

Korrolar Aus dem Austauschsatz kann man schlussfolgern, dass verschiedene Basen eines
Vektorraums gleichmachtig sind.

4.0.4. Dimension eines Vektorraums

Definition 13 (Dimension). Die Dimension von V ist gleich der Anzahl der Vektoren in
einer Basis. Man schreibt dim gV

Hinweis dim({0}) =0

1. U C V mit U ist Teilraum von V. Dann folgt, dass dim U < dim V (fiir endliche
Vektorrdume). Insbesondere gilt fiir U C V, dass dim U < dim V.

2. U,V C W seien Teilrdume. Dann sind auch UNV und U+V := {u+vju € U,v € V}
wieder Vektorraume.
Beispiel R3. Man nehme sich eine Ebene U und eine Gerade V, die in der Ebene
liegt. Dann gilt dim V = 2,dim U =1 und dim UNV =1 und dim U +V = 2.
Wenn die Gerade aber die Ebene echt schneidet, dann ergibt sich dim U UV = 0 und
dim U +V = 3.

Satz 5 (Basiserganzungssatz). Eine Menge von linear unabhingigen Vektoren lasst sich zu
einer neuen Basis erganzen.

Satz 6. dim(UNV)+dim(U+V)=dim U+ dim V

Beweis 6. Man benutzt den Basiserganzungssatz. Es gilt UNV Cc U und UNV C V.
Gleichzeitig gilt U CU +V und V CU + V.

Sei {vy,...,v.} Basis von U NV. Dann ist nach der Basisergingzung
{v1, ..., 0.} CH{or, ..., 00wy, Wy, ..., ws} Basis von U
{v1,...,v.} CTH{v,..., 00, 21,we, ..., 2} Basis von V

Zeige {vy, ...V, W1, ..., Ws, 21, ..., 2} ist Basis von U + V.

Dafiir miissen folgende Punkte gezeigt werden:

1. Lin({vy,... 0wy, ..., ws, 21,...,2}) = U+ V. Das ist trivial, da hier schon alles
drin ist, um Vektoren aus U und V' zu bilden.

Naja v. Schmude 15
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2. Die Vektoren {vy,...v.,wq,...,ws, 21,...,2} sind linear unabhdngig.

zu zeigen:
(*))\1211+...+)\rvr+,u1w1+...+,usws+ﬁlzl+...+ﬁtzt:6

Daraus folgt, alle Skalare sind 0. Man schreibt die Gleichung um:
Or1z1+ ...+ Grze = —( Mg + .o+ Ao+ g + . F pswg) €UNV

Giz1+ ...+ Bz = aqvg + . ..oy, Basis von U NV, Also
Blzl+...+ﬁtzt—(ozlvl+...+arvr):6

in (*) einsetzen:
)\11)1+...+Arvr+u1w1+...+usws:6

Dies ist eine Basis und alle Vektoren sind linear unabhangig, also gilt \y = ... =\, = uy =

o= us =10

4.0.5. Lineare Abbildungen (Vektorraumhomomorphismen)
f:U —V mit U,V sind K-Vektorraume. Diese heilit lineare Abbildung, falls

Vur,up € UVA € K @ f(Auy + pug) = Af (ur) + puf (u2)
Die Lineare Abbildung iiberfiihrt Linearkombination in Linearkombination.
Beispiel
1. f:R3— R
[z, 02, 3) = (221 + 73, —72)
ist lineare Abbildung.

fla(zr, x2, 23) + B(y1, y2,y3)) = flaxr + Byr, axs + Bya, aws + Bys)
= (2axy * 40y1 + axs + Pys, —axs — Bys)

= (a(2z1 + 23) + B(2y1 + y3), —axz — Bys)

= a* (201 + a3, —2) + B * (241 — Y3, —¥Y2)

= a* (f(z1, 29, 23) + B * f(y1, Y2, y3)

2. f:R — R mit f(z) =z + 1 ist keine lineare Abbildung, weil f(0) # 0.

3. f:R? = R? mit (z1,29) — (71, 2122) ist auch keine lineare Abbildung.
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Definition 14. Sei f : U — V eine lineare Abbildung.
Den Kern von f ist definiert als

Ker(f) = {u € Ulf(u) = 0}
und das Bild von f als
Im(f)={veV|ZueU: f(u) =v}

Ker(f) ist Unterraum von U. Im(f) ist Unterraum von V. Hom(U,V) ={f : U —
V| f lineare Abbildung} ist Vektorraum.

Weitere Beispiele

1. f:R? - R? mit (x,y) — (z,—y). Kann man auch als Spiegelung an der x-Achse
sehen. Dann ist Ker(f) = {0} und Im(f) = R

2. f:R3 — R? mit (z,y,

z) — (2,0,0). Dies ist die Projektion auf die x-Achse. Dann
ist Ker(f)= Lin({(0,1,0),(0,0,1

)})- Im(f) = Lin({(1,0,0)})

3. f:R? = R% (2,y) — (% V2 % ) D|es ist die Drehung von +45° (gegen
) =

Yy
den Uhrzeigersinn). Ker(f) = {0} und I (f)
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5. Vorlesung, 31.10.2007

Ein Homomorphismus Hom g (V, W) ist die Menge aller lineare Abbildungen von V' nach V.
Dies ist wieder ein K-Vektorraum.

Sei f,g € Homg(V, W) was ist dann mit f + g7
f+g:V — Wist definiert durch (f + g)(v) = f(v) + g(v) und (A\f)(v) = X * f(v)
Gleichzeitig miissen allerdings auch noch die Axiome lberpriift werden.

Spezielle Eigenschaften von linearen Abbildungen

f:V =W € Homg(V,W) heilt Monomorphismus, falls f injektiv ist. Man spricht von
einen Epimorphismus, falls f surjektiv und vom Isomorphismus, falls f bijektiv ist. Dann gibt
es noch den Endomorphismus, falls V' = W und den Automorphismus, falls V' = W und
dabei das Teil noch isomorph ist.

Folgende einfache Sachverhalte gelten:
1. f ist Monomorphismus, genau dann wenn der Kern Ker(f) = {0} ist.
2. f ist ein Isomorphismus, daraus folgt f~! ist auch isomorph.
3. Seien f:V — W und g : W — Z Isomorphismen. Dann ist gf : V' — Z auch ein

Isomorphismus.

Erinnerung Sei eine Basis von V' gegeben. Fiir jedes v € V ist die Darstellung als Linear-
kombination der Basisvektoren eindeutig.

5.0.6. Umrechnen der Darstellung eines Vektors bzgl. einer Basis
in eine Darstellung bzgl. einer anderen Basis.

Wir haben z.B. R? gegeben und die Basen B = {b;,b,} und C' = {c1,co}+ Zudem ist

bekannt, dass ¢; = 2by + 2by = (3) , und 2 = 1by + 2b = (3) .
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«

Nun hat man v = () _ und es ist nun die Darstellung von v in Basis C' gesucht.

B/ B

(5), == ()
=V =

B K)o

= Acy + pcy

(), ),
- (22;—_ 271)3

Darasu ergibt sich ein Gleichungssystem:

2\ — =«
2\ —2pu =7
= pu=—a+pj
1

Wenn man jetzt das mit konkreten Werten macht, ergibt sich

(), (512, (5).

Satz 7 (Charakterisierung einer linearen Abbildung durch die Wirkung auf die Basis). Sei
f:U — V und sei {by,...,b,} Basis von U. Zudem seinen Vektoren vy,...,v, € V
gegeben.

Dann existiert genau eine lineare Abbildung f : U — V mit f(b;) = v;Vi

Beweis 7. Fiiru € U, was ergibt sich dann fiir f(u)? Man schreibe erstmal u = )" | \;b; als
Linearkombination. Also ist f(u) =Y ., A\jv;. Dies ist jetzt schon unsere lineare Abbildung.
Jetzt bleibt noch zu zeigen, dass die Abbildung f eindeutig ist. Angenommen g : U — V
mit Yig(u;) = v;.

Vu e U : g(u) = g(z A\ib;) = Z \ig(b;) = Z Aiv; = Z Aif(bi) = f(z Aibi) = f(u)
]

Merke Die gesamte Information liber eine lineare Abbildung ist in den Bildern der Basis-
vektoren kodiert.

Satz 8. f : V. — W ist Isomorphismus, und {v; ... ,v,} Basis von V, genau dann wenn
{f(v1), f(v2),..., f(vn)} Basis von W ist.
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Beweis 8.

=> Zeige, das {f(v1),..., f(v,)} linear Unabhangig sind.
Sei M\ f(v1) 4 ...+ M f(vy) = 0. Daraus folgt wegen der Linearitit

FOqvr+ .o+ M) =0

Aus dem Monomorphismus von f folgt widerum
)\1@1+...+)\nvn:6

Und daraus ergibt sich, dass alle Skalare
AM=X=...=X,=0

sein miissen.
Zeige das Lin({f(v1),..., f(vn)}) = W. Sei w € W. Dann Jv : f(v) = w. v ldsst
sich mit den Basisvektoren schreiben als v =" | \;v;. Dann ist

w= f(z Aiv;) = Z Aif (vi)
i=1 i=1
Und somit liegt [ in der linearen Hiillen.
<= Zeige f injektiv. Sei f(v) = 0. Wir schreien v als v = A\jv1 + ... A\yv, und somit
Alf(vl) +.ot )\nf(vn) = 6

Hier sind alle Vektoren v; linear unabhangig, deshalb miissen alle Skalre \; = 0 sein.
Es ist zu zeigen, dass [ surjektiv ist. Sei w € W.

w=Nf(01) e A f () = f(Z Aiv;)

O

Korollar Beliebige zwei Vektorraume derselben Dimension liber einem Kérper K sind iso-
morph.

YV, W :dimgV = dimgW <V =W

Beispiel K™ = K x K x ... x K hat die Dimension n.
Definition 15. Der Rang von einer linearen Abbildung f ist
rg(f) = Dimension von Im(f)

falls die Dimension endlich ist.
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Satz 9. f:V — W ist lineare Abbildung und dimV =n
n=dim(Ker(f)) +rg(f)

Beweis 9. Ker(f) ist Unterraum von V. Sei {vy,...,v.} die Basis von Ker(f). Wir er-
géanzen diese Basis zu {vy, ..., v, Vi1, ...,v,} der Basis von V.

Zeige { f(vy41),- -, f(vn)} (jetzt auch als {w,1, ..., w,} dargestellt) ist Basis von Im(f).
Seiv=>" v

f(v) - Alf(v1)+' : '+>‘rf(vr)+)‘r+1f(vr+1)+' : +>‘rzf(vrz) = )‘T+1f((v7“+1)+' : +>‘rzf(vn)

Daraus folgt Lin({ f(vr41), ..., f(vn)}) = Im(f). Jetzt bleibt es zu zeigen, dass die Menge
{f(rs1), .., f(vn)} linear unabhingig ist.

0Wyy1 + ..o+ QppWy, = 5
= flaqvpgr + ..o+ @) = 0
= U1+ ...+ ap_pv, € Ker(f) Kann als Linearkomb. geschrieben werden

O1VUpi1 + -+ QU = AU+ .. A0,

:>)\1@1+...+)\rvr—a1vr+1—...—an,rvn:(j
>\M=...=A=a1=...=0q, ,=0
Und somit ist es also linear unabhangig. O
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6. Vorlesung, 5.11.2007

6.0.7. Lineare Abbildungen und Matritzen

zundchst Abstrakt: Wir nehmen uns einen Kérper K. Dann ist eine m x n Matrix A iiber K
eine rechteckige Anordnung von n x m Elementen aus K.

ai iz ... Qip
az A9 ... Q2p

A= ) alle a;; € K
am71 am72 Ce amm

i ist dabei der Zeilenindex und j der fiir die Spalten.
Definition 16. M(m x n, K) ist die Menge aller m x n Matritzen iiber K.
Fir A, B € M(m x n, K) gilt
e A=DB & Vi, ja;,; =b;;

e M(m x n, K) ist K-Vektorraum.
— Addition von Matritzen ergibt

ajg+bi1 a2+ bia ... ai, +big,

azy +bo1  aga+bao ... ag, +bay,
A+ B= _

Am,1 + bm,l Am,2 + bm,Q ceo Amn + bm,n

— Die Multiplikation mit Skalaren funktioniert so, dass jeder Eintrag mit dem Skalar
multipliziert wird:

)\ X A = ()\(Z@j)

Matrix-Vektorprodukt

Wir nehmen uns eine Matrix und einen Vektor und wollen folgendes erhalten:

M(mxn,K)x K" — K™
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(A, (z1,...2,)) = Axx = (Z a1iTiy .-y Zamﬂ-xi)
i=1

i=1

Und das jetzt anschaulicher:

n
ay; Q12 ... Qip T Zizl Q1,24
n
21 Q22 ... Q2p T2 Zizl Q2 ;T4
A= | x| | = .
n
Am1 Am2 .- am,n Tm Zi:l A i T

Zusammenhang zwischen lineare Abbildung und Matrix

Satz 10. Gegeben sei eine Matrix A € M(m x n, K). Dann ist die Abbildung K™ — K™

gegeben durch x — Ax eine lineare Abbildung.

Umgekehrt, falls f : K™ — K™ eine lineare Abbildung ist, dann gibt es dazu genau eine

eindeutige Matrix A € M(n x m, K) mitVe € K" : f(z) = Az
Beweis 10.

o A(x+vy)= Ax+ Ay und A(A\x) = NA(x) daraus folgt, Ax ist eine lineare Abbildung.

e FEindeutigkeit: Sei A, B € M(nxm, K) mit f(z) = Az+Bx Yz € K". Insbesondere

fiir die Einheitsvektoren e; mit 1 an der iten Stelle:

Ae;=Be; 1=1,....n

ai Q12 ... Qip
0 a1
1 a2
Q51 Qjo ... Qjn * : = .
0 Qi
Am,1 Am2 -+ Qmn

Fiir B analog. Demnach gilt Yk, jay ; = by ;

o Existenz: Sei v; = f(e;).

V1,4
fle)=1 ¢ | €K"

Um,i

muss ite Spalte von A sein. Damit Ae; = f(e;) und wegen linearitt von A und f gilt

A()\lel S )\nen) :?()\161 + ..+ )\nen)
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Merke Die Bilder der Einheitvektoren definieren Spalten der Matrix!

f:V — W und V,W sind K-Vektorraume mit dimV = n und dimW = m. Die Ba-
sisvon V sei B = {vy,...,v,} undvon W C = {wy,...,w,}.
e Die Darstellung von v € V' beziiglich B ist eindeutig.
V= MU+ ...+ A\,
A1
A2
v=| .
An
B

e fist bestimmt durch Wirkung auf Basis.

1
0
f()\lvl) = f()\l : ) = )\1&1,111)1 + ... Alam,lwn
0
B
0
1
f()\zvz) = f()\g : ) = )\2&1,211)1 + ... )\gam,an
0
B
0
0
FOwvn) =FfOn | . | ) = Marmwi + ... Apamnwy,
1
B
A1
Ay Aarg + Xearo + .o+ Apar,
o=rw=r(| .| )= :
)\. )\1am,1 + )\16Lm72 + ...+ )\nam,n
"/ B
Die Matrix
11 ... Qinp
A =
Am,1 -+ Qmn

und das Matrix-Vektorprodukt:

n
11 ... Qain A Zizl al,z’)\i

n
.oLoa A § i\
k] ’ 1= ’
a’ml m,n n 1 m,17 M\

Naja v. Schmude 24



MAFI 3 7. Vorlesung, 7.11.2007 16. Februar 2008

7. Vorlesung, 7.11.2007

Beispiele

1. V. =W = R?% Wir wollen eine lineare Abbildung haben, die die Drehung um Winkel
¢ realisiert.
Fiir Einheitsvektor (1,0) — (cos ¢,sin¢) und (0,1) — (—sin ¢, cos¢). Damit sieht
die Matrix wie folgt aus:

cos¢p —sing
sing  cos ¢

2. Wir wollen um Faktor A € R strecken. (1,0) — (X, 0) und (0,1) — (0, \). Damit ist
die Matrix

A0
0 A
3. V =W = R3. Nun wollen wir eine Drehung um ¢ in der 1, z3-Ebene. x5 bleibt dabei
fix.
(1,0,0) — (cos 6,0, 5in )
(0,1,0) — (0,1,0)
(07 0, 1) - (_ sin ¢, 0, cos ¢)
Und damit ist die Matrix

cos¢ 0 —sing
0 1 0
sing 0 cos¢

4. Spiegelung an der z-Achse in R2.

(1,0) = (1,0)
(0,1) — (0,-1)

Dann ist die Matrix
1 0
0 —1
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5. Wir machen jetzt das gleiche, bloR mit einer anderen Basis B = {vy, v2}. v; = (1,1)
und ve = (1, —1).
(1,0)3 — (0, 1)3 = OU1 —+ 1’02
(0,1)p — (1,0)5
Dann ist die Matrix

ABB:<(1J é)
(?é)*@mB:@@b

6. Spiegelung an der Geraden durch Ursprung. Die Gerade, durch die wir spiegeln, hat

eine Winkel zu z-Achse von % Dann geht (1,0) — (cos¢,sin¢g) und (0,1) —

(sin ¢, — cos ¢) Die Matrix sieht dann wieder so aus:
cos¢  sing
sing —coso
7.0.8. Komposition von linearen Abbildungen

Wir haben zwei Matrizen
[ cos¢p —sing
Ay = ( sing  cos¢ )
([ costy —siny

und Ay = ( sinty)  cost )
dann ist

a cos(¢p + 1) —sin(¢ + 1)

P\ sin(@+ ) cos(o+¢)

Situation: V - W - Y mtVCc K*, WcC K™und Y C K".
Dann g <> B € M(m xn,K) und f < A € M(r x m,K). Dannist fog < C €
M(r x n, K).

Definition 17. Sei A € M(r x m, K) und B € M(m x n, K). Dann sei
C=A-B=(¢;)eMrxnK) miti=1,....,r, j=1,....n
mit ¢;j = > 0" @iy
(0,0,...,1,0,0,0) ist e; mit 1 an Stelle 1.
a11b1; + .o+ ay b

e; =% (bi bag, .. (bni) =7 :
a'r,lbl,i +...+ ar,mbm,i

J/

TV
ite Spalte in C
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Beispiel Wir wollen uns die Hintereinanderschaltung von Drehungen angucken.

[ costy —siny cos¢p —sing
Aw*A‘b_(sinw cos 1) >*<sin¢ cos<;5>

— ()
= A¢ * A¢,

Aber im Allgemeinen ist die Matritzenmultiplikation NICHT kommutativ!.

Eigenschaften der Matritzenmultiplikation

1. Assoziativ. (A* B)«C' = Ax (Bx*(C)

2. Im Allgemeinen nicht kommutativ. Es existieren echte Nullteiler. Das bedeutet Ax B =
0, wobei 0 die Nullmatrix ist und A # 0, B # 0.

3. Die Einheitsmatrix £,, € M (nxn, K) ist eine Matrix, die nur Einsen auf der Diagonalen
hat und ansonsten Null ist.
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8. Vorlesung, 12.11.2007

Die inverse Matrix zu A wird als A~ bezeichnet und erfiillt die Gleichung

Ax A ' =E,

Einfache Fakten
1. A invertierbar, dann muss A € M(n x n, K)
2. A,B € M(n xn,K) dann gilt
A*B=F<BxA=F<B=A"!
3. A sei invertierbar und A™! auch invertierbar. dann ist (A71)"! = A

4. A,B € M(n x n, K) invertierbar. Dann ist

(AxB)'=B1txA"!

8.0.9. Invertieren von Matrizen

Wann ist eine Matrix invertierbar? Diese Uberlegung fiihrt uns direkt zum Begriff des Ranges.
Wir wissen schon, dass fiir f : V' — W der Rang rg(f) = dim(Im(f)) ist.

Rang der Matrix

Fir Ay mit A € M(m x n, K) wird der Spaltenrang von A definiert als linear unabhangige
Spalten in A. Der Zeilenrang von A wéare demnach analog die maximale Anzahl an linear
unabhangigen Zeilen in A.

Beispiel

[ ]
1 11
A=[0 1 1
0 01
Hier ist der Spaltenrang gleich dem Zeilenrang gleich 3. Demnach ist rg(A) = 3.
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1
A=1{0
2

)
S )

1
2
2

Hier ist der Spaltenrang gleich Zeilenrang gleich 2. Hier ist rg(A) = 2
Satz 11. Fiir jede Matrix gilt Spaltenrang = Zeilenrang = Rang der Matriz.

Beweis 11. rg(A) = Spaltenrang ist einfach, da die Spalten genau die Bilder der linearen
Abbildung sind.

Fiir Zeilenrang = Spaltenrang benutzen wir einen Hilfssatz:

A€ M(m x n,K). Sei jte Spalte linear abhidngig von anderen Spalten dann gilt

A'e M(mx (n—1),K) und A = A\jte Spalte

Dann gilt Zeilenrang A = Zeilenrang A'.

Beweis des Hilfssatzes: Sei 7 = {z;|i € I} die Menge der linear unabhangigen Zeilen in A.
Sei 7' = {zl|i € I} mit Z' fehlt jte Zeile.

Sei Y 0z = 0. Es ist zu zeigen, dass alle a; = 0 sind.

YSRETED Y (D SRR B SE) SRS SRR
iel i€l k=1..n,k#j ki#j iel

=0
Analog dazu verdndert das Streichen einer linear abhangigen Zeile den Spaltenrang. Damit
ist der Hilfssatz bewiesen.

Wir streichen in A nun die linear abhingigen Zeilen/ Spalten so lange wie méglich. Dar-
aus bekommen wir eine Matrix A" € (m' x n', K). Daraus folgt, dass Spaltenrang =
n' A\ Zeilenrang = m'. Nun eine neue Behauptung n' = m’. Und indirekt n’ < m’. Dies ist
aber ein Widerspruch, da man die Spalten der Linge n als Vektoren behandeln kann und es
kann aber maximal n linear unabhangige Vektoren geben. Also muss n' = m’ gelten.

A€ M(m xn,K) dann ist A* € M(n x m, K) die transponierte Matrix zu A, wenn Zeilen
und Spalten vertauscht werden. Daraus folgt, dass rg(A) = rg(A?). O

Bestimmung des Rangs

Wir wollen nun den Rang tatsichlich bestimmen. Dabei beobachtet man, dass man einigen
Matrizen den Rang direkt ansieht. Z.B. ist das bei einer Matrix in oberer Dreiecksform so.
Da ist der Rang dann rg(A) = k, dass ist die Anzahl der Zeilen, die nicht null sind (der Rest
hat Einsen auf der Diagonalen, davor nullen und dahinter ist wurscht).

Wenn man nun also eine Matrix in Dreiecksform {iberfiihren kann, so dass der Rang sich
nicht verandert, dann ist das leicht zu bestimmen.
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Uberfiihrung in Dreiecksform Elementare Umformungen, die den Rang nicht verandern:
Typ 1 Vertauschung von Zeilen bzw. Vertauschung von Spalten
Typ 2 Multiplikation einer Zeile bzw. einer Spalte mit Skalar # 0.

Typ 3 Addition des \-fachen einer Zeile bzw. Spalte zu einer anderen Zeile bzw. Spalte,
wobei natiirlich immer zu Zeile zu Zeile und Spalte zu Spalte.

Ein Algorithmus fiir Typ 3 sdhe wie folgt aus:

Runde 0: A0 = A
Runde k: Falls Matrix die Form
all *

Falls B=0 -> rg A = k, sonst Existiert brs != 0
-> bringe brs an die Stelle k+1, k+1,
mit Addition des 1l-fachen einer Zeile k+1,k+1 zu O machen
bk+1,k+1 - (bk+i,k+1/bk+1,k+1)*bk+1,kl

Umformungen als Matrizenmultiplikation

Typ 1 T, ist eine quadratische Matrix mit GroRe m x m bzw. n x n und sieht so aus, dass
man sich die Einheitsmatrix nimmt, und die 1 in Zeile 7 in die Spalte j verrutscht und
die in Zeile j nach Spalte ¢ rutscht. Dann vertauscht 7} ; « A die Zeile i mit Zeile j
und A x T} ; vertauscht Spalte ¢ mit Spalte j.

Typ 2 X # 0. Sei S; ) die Matrix, auf der auf der Diagonalen nur Einsen stehen und an
Stelle 4 natiirlich dann A. Dann ist S; , * A die Skalierung der i-ten Zeile und A  S; »
die Skalierung der i-ten Spalte.

Typ 3 Die Matrix K; ; , sieht so aus, dass man auf der Diagonalen wieder iiberall Einsen
hat und nur an der Stelle 7, j A steht. Dann ergibt sich durch K ; \ * A, dass die Zeile
i mit dem A-fachen von Zeile j addiert wird. Und dann durch A * K; ; y dann natiirlich
die Spalten.
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9. Vorlesung, 14.11.2007

Wir rechnen das fiir den Typ 3 nun einfach mal nach, um zu gucken, ob das tatsichlich
stimmt. Sei aj ; der Eintrag der kte Zeile mit A * j-te Spalte in Kj ;

n
/ 2 :

akd = Q.1 x li = A * A\ + akd
=1

Beispiel Wir wollen die Matrix in die Dreiecksform bringen:

1 -4 2 0 1 -4 2 0 1 -4 2 0 1 -4 2 0
2 -3 -1 -5 0 5 -5 -5 0 1 -1 -1 0 1 -1 —1
3 71 5| 7o 5 =5 5[ 7o 1 -1 —1|] " lo o o0 o
0 1 -1 —1 0 1 -1 -1 0 1 —1 —1 00 0 0

Wie man leicht sieht, ist der Rang also 2.

Jetzt aber mal wieder dahin, was wir eigentlich machen wollten, nimlich die Bestimmung
der inversen Matrix.

Bestimmung der inversen Matrix

Wir wollen zu A € M(n x n, K) die inverse Matrix bestimmen durch Zeilentranspositionen.
Es muss gelten

AxA'=E
Ki,j,)\ * A % Ail = Ki,j,)\ * K
E=A"
Das heillt, wenn wir links und rechts immer die selben Operationen durchfiihren, dann erhalten

wir irgendwann links die Einheitsmatrix und haben dann rechts automatisch die inverse Matrix
zu stehen.
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Dazu gucken wir uns folgendes Beispiel an:

A E
711 1 1\ /1 0 0 0\
1 1 21 0100
0 -1 0 1 0010
1 0 0 2 000 1
27— 17,47 —17 -
1 0 1 1 1 000
01 1 0 110 0
0 -1 0 1 0 01 0
0 0 -1 1 100 1
— 34+ 27
10 1 1 1 000
01 1 0 110 0
00 1 1 111 0
00 -1 1 100 1
17 —37,27 — 37,47 + 37
100 0 9 -1 -1 0
010 —1 0 0 —1 0
001 1 1 1 1 0
000 2 2 1 1 1
1
—4Z % 3,37 42,22+ 47
1000 29 -1 -1 0
0100 1 0,5 0,5 0,5
0010 0 05 05 —-0,5
000 1 105 0,5 0,5
i e

Und wenn man das jetzt alles mit A x A~! nachrechnet, dann kommt tatsichlich E raus,
WOW.

9.0.10. Lineare Gleichungssysteme

Definition 18 (LGS). Ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten in einem Korper K
mit m Gleichungen in insgesamt n Unbekannten wird dargestellt durch eine Matrix A €
M(m x n, K) und einen Vektor b € M(m x 1, K) = K™

1171 + A2 + ... + ATy = bl

Am1Z1 + Qa2 + ..o+ ATy = bm
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Der Vektor (x1,...,x,) € K™ heilt die Lésung des LGS falls Ax(x1,...,x,) = (b1,...,bn).
Mit Alb bezeichnet man die (m x (n + 1)) Matrix, die als letzte Eintrdge noch den Vektor
b enthalt.

Es gilt folgender Satz

Satz 12. Axx = b ist I6sbar, d.h. hat wenigstens eine Lésung, genau dann wenn rg(A) =
rg(Alb) gilt.

Beweis 12. rg(A) = rg(A|b) gilt, wenn die Spaltenringe gleich sind. Dies gilt jedoch nur,

wenn b € Lin(ayy,as, ..., am1),- -, (Q1n, G2n,y - - -, Gmn)). Dann existieren aber \; mit

A (@1, a1, .. Q1) F oo Nk (At Gy - -y Q) = b
Deshalb gilt also A x (Ay,...,\,) =b O
Definition 19.

e Ein LGS heiRt homogen, falls b = 0.
o Loes(A,b) ={r e K"|Axz =10b}
Satz 13. Sei f : K™ — K™ die zu A gehdrende lineare Abbildung.
1. Ker(f) = {z € K"|Axx =0} ist Unterraum des K"
2. Seien x', 2" € Loes(A,b) = o' — 2" € Ker(f)
3. Ist x € Loes(A,b) und 2’ € Ker(f) dann z + 2’ € Loes(A,b)
Beweis 13.
1. K-Vektorraum
2. f(o' —a") = f(2') = fa") =b—b=0
3 fle+2)=flx)+ f(2) = b+0=0b
Satz 14. A€ M(m xn,K). Seib € K™ und B € M(m x m, K) invertierbar.
Loes(A,b) = Loes(B x A, B %)
Beweis 14. Es wird Hin- und Riickrichtung gezeigt.
=> Sei x € Loes(A,b). Dann ist Axx = b und demnach Bx A= B xb

<= Sei v € Loes(B x A, B xb). Dann ist B* Axx = B xb. Es existiert also B~!, dann
ist B'«BxAxx =B '«Bxbs Axx=0.
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10. Vorlesung, 19.11.2007

Die in der vorhergehenden Vorlesung bewiesene Tatsache, dass Loes(A,b) = Loes(Bx A, Bx
b) gilt, ist die Grundlage dafiir, dass wir die Zeilentransformation anwenden diirfen.

GauBalgorithmus zur Lésung von LGS

Schritt 1 Bringe Matrix durch elementare Zeilentransformation in GauB-Jordan—Form. D.h.
in eine Zeilenstufenform mit der Eigenschaft, dass alle Leitkoeffizienten sind gleich 1
und oberhalb der Leitkoeffizienten alles 0.
Ein kleines Beispiel

115009 6 103008 2
A\b:0240028:>0120014
000105 6 000105 6
036017 12 036017 12
l‘1$21‘3$4l‘5l‘6b
10 3 0 0 8 2
=10 1 2 0 0 1 4|=A4W
o 0 0 1 0 5 6
0o 0 0 0 1 4 0

Testen der Range als Bedingung fiir Lsbatkeit. In dem Beispiel ware rg(A) = rg(Alb) =
4. Das heilst, es existiert eine Lésung.

Schritt 2 Finde Losungsmenge H = Loes(A’|0), d.h. fiir das homogene LGS. Dies funk-
tioniert so, dass man die Unbekannten, die zu Spalten ohne Leitkoeffizienten gehéren,
als freie Parameter gewahlt werden.

In unserem Beispiel wahlen wir 3 = A und x5 = . Also

r1 = —3\—8u
To = —2\—p
T3 = A

Ty = —D[

r5 = —4u
Te = M
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Das ist die Lésung des homogenen LGS. Man kann es schreiben als

T -3 —8
T2 —2 —1
r3 | 1 0
o e IO e
T5 0 —4
Te 0 1

H ist also die Lineare Hiille, H = Lin((—3,—-2,1...),(—8,—1,0,...)).

Schritt 3 Wir suchen nun eine spezielle Losung fiir A’x = b/. Wir setzten dazu die Unbe-
kannten, die zu Spalten ohne Leitkoeffizienten gehdren, gleich 0.
Im Beispiel wird also x5 = x4 = 0 gesetzt. Daraus folgt gleich

T, =2
To =4
ry =06
5 =0

Schritt 4 Wenn w diese spezielle Lésung von Az = bist, so ist Loes(A, b) = Loes(A’, ') =
w + H die Gesamtlosung des LGS.

Geomentrische Interpretation der Losung eines LGS

Az =bmit A= M(mxn,K),z € K*,be K™ Mit A < f folgt Ker(f) = Loes(A,0) ist
Unterraum. Und dim(f) = dim(Im(f)) = rg(A) = n. dim(Loes(A,0) = n — rg(A). Man
bemerke, dass die Losung kein Vektorraum mehr ist, da der Nullvektor nicht mehr enthalten
ist.

10.0.11. Determinanten

Unser Ziel ist, eine Matrix A € M(n x n, K) durch ein einziges Element aus K zu repra-
sentieren. Wir werden hier allerdings nur K = R angucken. Diese Zahl ist die Determinante
und wird mit det(A) bezeichnet.

Die Determinante liefert Aussagen iiber die Invertierbarkeit von A, die Lésung eine Glei-
chungssystems und zur Volumenberechnen.

Definition 20. det : M(n x n, K) — K heilt Determinantenfunktion, falls

1. det linear in jeder Zeile ist. D.h. Zeile i mit 1 < i <mn und \,u € K

!/

det(z1, 22, ., Azt pzly ooy 2n) = Axdet(z1, 20, o Ziy o 2p)Hpkdet (21, 22, o 20y oo 20)

2. rg(A) <n=det(A) = 0.
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3. det(E) =1 fiir Einheitsmatrix.
Satz 15. Fiir jedes n gibt es genau eine Determinantenfunktion.

Da der Satz sehr aufwendig ist, werden wir hier keinen Beweis fiihren.

Satz 16. n =2 und
a b

a b
det(c d): c d

Beweis 16. Zeige, dass diese Funktion die Bedingungen 1,2 und 3 erfiillen.

1.
Aay + pag  Aby 4 pbe\ a; by as by
det( . d )-A*det(c d)+u<c d)

(Aaypag)*d— (Aby +puby) xc = Aayd—\byc+ pasd— pbsc = Adet (CLCI bl) +u (az b2)

‘:ad—bc

2. rg(A) =0...
rgA =1, geht nur, wenn (a,c) = \(b,d).

det( (;z Z) =Abd —bAd =0

O

Satz 17 (Entwicklungssatz von Laplace). detA = Y7 a;p * (—1)7% x det(A; ) ist Ent-
wicklung beziiglich kter Spalte, wobei A; ; € M((m —1) x (n— 1), K), wobei ite Zeile und
jte Spalte gestrichen werden. Und das ist gleich 37" | ay ;(=1)*"/det(Ay.;) Entwicklung
beziiglich kter Zeile.
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11. Vorlesung, 21.11.2007

Die Determinante fiir die 3 x 3 Matrix sieht wie folgt aus nach dem Entwicklungssatz

aij; a2 a3
A1 Qo Qo3| = A11G92033 + Q12023031 + 13021 A32 — (A13020a31 + Q12021 A33 + Q11 A23032)
az1 asz g3

Rechenregeln

1.
a1y e A1n aypr ... QAp
det a;1 + >\91 v Qi T )\gn = det ;1 ... QAip + Adet ( )
. . -
Qn1 . A Anl - -- Gpn B

2. Austausch von Zeile i und j. Wir haben A gegeben und wollen zu A’ gelangen.

1. Schritt: Zeile i= Zeile i+ Zeile j.
2. Schritt: Zeile j= Zeile j-Zeile i = - Zeile 1i.
3. Schritt: Zeile i = Zeile i + Zeile j = Zeile j

Bis hierhin haben wir die Determinante nicht gedndert.
4. Schritt: Zeile j = Zeile j * (-1)
Demnach ist det(A’) = —det(A) |

3. Was ist die Determinante von A\x A7 Hier kann aus jeder Zeile der Faktor A rausgezogen
werden aufgrund der Linearitdt. Somit ergibt sich

det(ANA) = N'det(A)

4. Wir haben ne Matrix in Dreiecksform

ail
99 *x n
det . = CL11d€t(A11) = CLH(CLQQdet(?)) = H (077}
) i=1
0o ... Ann

5. detA = det At
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11.0.12. Determinante und Inverse Matrix

Sei A € M(n x n, K) Matrix mit vollem Rang.

Definition 21. Komplementire Matrix A mit

di,j = (—1)i+jd€t(14j,i)

Satz 18.
detA 0
- detA
Ax A=
0 detA
Beweis 18.
detA11 —detA21 detA31

A — —detAlg thAQQ

detA = Z aij x (—1)det Ay
j=1

n
= E aij * aij
j=1

— Eintrag von A x A an Stelle i, j

Korollar Wenn A € M(n x n, K) und detA # 0, dann ist

1 _
Al = A
detA *

Mit Hilfe dieser Formel schreiben wir uns jetzt explizit das inverse von einer 2 x 2 Matrix hin

a b\ 1 d —b
c d ad—be \—c a

Cramersche Regel zur Lésung von LGS

Funktioniert allerdings nur, wenn die Matrix vollen Rang hat, also det A # 0.
Die Behauptung ist, dass dann das LGS Ax = b eine eindeutige Losung hat. Daraus folgt, A
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entspricht einem Isomorphismus K™ — K™ und das heillt wiederum, dass b genau ein Urbild
hat. Dieses Urbild (die Losung) wollen wir jetzt bestimmen.

11 21 Qn1 by
Q12 22 Ap2 by
€Ty * + 29 * ] + ...+ x, * = %

A1n Aon Ann bn
a1 ??au
Q12 a12 .

T * + .o+ =0= det =0

A1n A1n

Wegen Linearitdt von Determinatne beziiglich der Spalten ergibt sich

a;; byoan,
;% detA — det | =0

Qn1 bn Qpp

ap;; by a1n

an1 bn Apn

detA

€T; =

Determinante fiir das Matrixprodukt

Das Ziel ist det(A x B) = det(A)  det(B).
Lemma A € M(n x n, K) ist invertierbar, genau dann wenn detA # 0.

Beweis Wenn invertierbar, dann folgt aus den Axiomen rg(A) # 0. Wenn der rg(A) # 0
ist, dann kann man mittels Zeilenumformun zu F gelangen, doch hier ist der Rang nicht 0,
sondern 1.

Satz 19. det(A x B) = det(A) * det(B).

Beweis 19. Wir fixieren das B. Wir definieren uns eine Abbildung f : M(n x n, K) — K
mit A — det(A* B). f hat mehrere Eigenschaften

e [ ist linear in Zeile von A
e Abbildung der iten Zeile von A — ite Zeile von A x B ist linear

e rgA <n, soauchrg(AxB) <n
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e f(E)=det(EB) = detB
Falls det B # 0, so erfiillt die Abbildung A — (detB)~'xdet(Ax B) alle axiomatischen
Forderungen an Determinantenfunktion. Es gibt aber nur eine solche Funktion. Daraus
folgt detA = (detB)™! = det(A x B) also detA * det B = det(A * B).
Falls detB = 0 dann folgt dass der rg(B) < n ist. dim(Ker) > 0 und somit auch
dim(Ker(Ax B) > 0.
Damit ist also der Rang echt kleiner n und die Determinante somit 0.
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13. Vorlesung, 28.11.2007

13.0.13. Euklidische Vektorraume

Dies ist ein Vektorraum uber R. Die Idee ist, wir wollen Geometrie betreiben. Dazu brauchen
wir den Begriff der Lange und den des Winkels. Ebene und Gerade sind ja schon bekannt.

Definition 22. V ist euklidischer Vektorraum, falls V' ein R-Vektorraum ist und ein Skalar-
produkt hat.

<,> VxV->R

Es hat die folgenden Eigenschaften.
1. Die Abbildung ist bilinear:

VieV < —iv>V-R <iv,—>V-=~R
2. Symmetrie: Vu,v € V :< U, U >=< U, u >

3. positive Definiertheit Y # 0 :< z, 2 >> 0 und < 0,0 >= 0.

Beispiele

1. V=R"

<z,y>= Z x;y;  Standardskalarprodukt in R"
i=0

2. A€ M(m x n, K) invertierbar. Dann erhalt mein ein neues Skalarprodukt durch

<x,y >=< Az, Ay >

3. V = {stetige Funktion f]—1,1] — R}
< f,g>= fil f(z)g(z)dz ist Skalarprodukt.

Norm
Definition 23 (Norm). (V, <, >) sei ein Euklidischer Vektorraum. Dann ist
Ve eV ||z|| = /< z,x > heit Norm von x

Die Norm gibt iibrigens die Lange an, also entspricht ihr.
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Beispiel R? Standardskalarprodukt. Dann ist also ||z|| = \/27 + 23 + ... + 2.
Satz 20 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz). Va,y : | < z,y > | < ||z]| = ||y]|
Beweis 20.

Fall 1 y =0, dann folgt 0 = 0 ist wahre Aussage.

Fall 2 y # 0. Dann gibt es ein A = <2%2 € R.

Iyl

0<<T—ANy,x— Ay >=<z,0>-2A<2,y>+\A<y,y>
2<,y > <axy>?

= [|z[|* - * |yl [?
|[yl[? [yl
<z,y>2
= ||$||2 - W | * ||?/||2
||yl

x|[2[|y[[*— < z,y >2
e =|<z,y><|z|| « |yl

Eigenschaften der Norm
1. Va : ||z|] > 0.
2. |[Az|| = A # ||z|| mit A € R
3. Dreiecksungleichung
Va,y = lz +yll < (|l + [yl
Jetzt wollen wir den Winkel definieren.

Winkel

x,y € V und seien beide nicht der Nullvektor. Dann definieren wir

cos alz,y) = Sty =
U el ]

und 0 < a(z,y) < 7. Dies ist wohldefiniert, da

=l + lyll << @y ><|lz[] *|lyl|
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Hinweis Kosinussatz

& =a®>+b* — 2abcos ¢

2<z,y> ||z |*][y]]

||z —y||* =< z —y, r—y > Dann folgt aufgrund der Linearitat ||x||*+||y||* — ol Tl

Definition 24 (Orthogonalitdt). u,v € V' heilen orthogonal zueinander, falls < u,v >= 0.
Die Notation ist u_Llv.

Diese Definition vertragt sich mit der des Winkels:

<zy> T
cos &) = L I “=3

Merke Bei Orthogonaltitat konnen die Vektoren der Nullvektor sein, beim Winkel allerdings
nicht!!
Definition 25. M C V ist Teilmenge.
M+ ={veVvlu Yue M}
Satz 21. M* ist Untervektorraum von V.

Beweis 21. Dafiir miissen alle Kriterien fiir Untervektorrdaume (iberpriift werden:

Der Nullvektor muss enthalten sein: 0 C M.

Muss gegeniiber der Addition abgeschlossen sein: x,y € M* w € M. Dann ist < x +
y,u >=< x,u >+ < y,u >= 0+ 0 = 0 und schlussendlich gegeniiber der Multiplikation
mit einem Skalar: < Ax,u >= A< x,u >=Ax0=0. O

Definition 26 (Orthonormalsystem). Ein Tupel (vy,...,v,) von Vektoren aus V' heit Or-
thonormalsystem falls

1. Yi:||lz|| =1 und
2. VZ#.] < U4, U5 >=(

Man beachte, das so ein Orthonormalsystem keine Basis sein muss, aber trotzdem alle
Vektoren linear unabhangig sind, das System insgesamt also auch linear unabhingig ist. Das
ist auch ganz einfach zu zeigen:

M1+ Avg + . .. + A\v, = 0. Fiir jedes ¢ wenden wir diese Lineare Abbildung < —, v; > an.
Das einzige, was iibrig bleibt ist dann \; < v;, v; >= 0, und daraus folgt \; = 0.

Angenommen ein Orthogonalsystem bildet eine Basis. Vv, € Vi v =>"" | < wv,v; > v;.
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Auch hier ist der Beweis kurz
n
U:Z)\ivi | <wj,—>
i=1

n
<vj,v > =< vj,Z)\ivi >
i=1
=< 05, MU > 4+ <5, Ava > .+ <0y, Ajuy > AL+ <y, A, >
T
— A\,

J
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14. Vorlesung, 3.12.2007

(v1,...,v,) Orthonormalsystem in V und U = Lin{vy,...,v.}. DannistVo € V : v = u4w
mit u € U und w € U~ auf eindeutige Art gegeben.
Wir beweisen das wieder.

Eindeutigkeit v = u + w = v + w'. Daraus folgt u — v +w — w' = 0, wobei die us
aus U kommen und die ws aus U+. Daraus folgt dann < v — v/, w — w' >= 0.
<u—v,u—u+w—-—w>=<u—uv,u—u >=0

Existenz Wir setzen u = >/ < v,v; > *v;. w ist entsprechend w = v — u. Folgendes
muss nachgerechnet werden: < w,v; > — <v—>_"_| <wv,v; > v;,v; > ist nach der
Linearitdt gleich < v,v; > —=>"7_| < v,v; >< v;,v; > und das ist ungleich null fiir
i = j. Es bleibt iibrig < v,v; > — <wv,v; >= 0.

Wegen w,~ linear folgt w LU, also w € U+,

Orthonormalisierung nach Erhard Schmidt Sei V ein euklidischer Vektorraum. (vy, ..., v;)
sei ein linear unabhingiges Tupel von Vektoren. Dann ist Lin{vy,...,v,.} ein Unterraum.
Wir suchen das Orthonormalsystem (o, ...0,) mit Lin{vy,...,v,} = Lin(0q,...,0,}.

Wir werden das induktiv machen. 7; = HEH' Jetzt hat also der Vektor Lange 1. Wir machen
weiter

k - -
Vki1 = D iy < Ukp1, Ui > 0

Vsr — S0y < U, i > 0|

Vk+1 =

Daraus folgt folgender Satz

Satz 22. (v4,...,0,) ist Orthonormalsystem und Lin(vy,...,v,) = Lin(0y,...,0,).
Wenn (vq,...,v,) eine Basis von V ist, dann ist auch (71, ...,0,) Ortonormalbasis von

V.

Isometrien

Wird auch als Orthogonale Abbildungen bezeichnet.

Definition 27. f:V — W mit V., W sind endliche Vektorrdume heilt Isometrie, wenn gilt

Yu,v € Vi< u,v >=< f(u), f(v) >
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Eine Beobachtung ist, dass solche Abbildungen immer injektiv sind. Und zwar weil v €
Ker(f) =< v,0 >=< f(v), f(v) >=< 0,0 >= 0. Daraus folgt v = 0.
Weiter ist erkennbar, wenn f : V' — V eine Isometrie ist, dann ist bei endlicher Dimension
von V' sogar eine Isomorphie (oder auch Automorphismus).

Satz 23. Wenn V, W euklidische Vektorrdume sind und (vy, ..., v,) eine Orthonormalbasis
von V ist und f : V. — W eine Isometrie ist, dann ist genau dann (f(vy),..., f(vy))
Orthogonalbasis von W .

Beweis 23. Wir miissen beide Richtungen zeigen
=> < f(w), f(v;) > — <w;,v; >=0,;; =0 fiiri = j und sonst 1.

<= Angenommen < f(v;), f(v;) >= ;. Dann stellen wir uns die Vektoren dar als
vo=>" ANv; und uw = " p;v;. Wir miissen nachrechnen, dass < u,v >=<

f(w), f(v) > gilt:
< FQoim pava)s [y A >=< 300 paf(0), D200 Aif (0) >= 300, D00 iy <
f(%’), f(vj> >= E:'L:l E?:l /M)\jéi,j = Z:-L:l Z?:l ,uz')\j <,V >=< U,V >

Korollar Wenn A Matrix einer Isometrie ist, dann ist das genau dann der Fall, wenn die
Spalten (die Bilder der Einheitsvektoren) Orthonormalsystem beziiglich des Standardskalar-
produkts in R” sind.

Fiir ein Orthonormalsystem kann die inverse Matrix also durch transponieren erhalten werden.

Zusammenfassend gilt A gehort zu einer Isometrie, genau dann wenn die Spalten ein Or-
thonormalsystem bilden. Und das ist genau dann wenn A?x A = E, d.h. A=! = A’ Und das
ist gleichbedeutend damit, wenn die Zeilen ein Orthonormalsystem bilden.

Man muss sich merken, dass Isometrien langen-, winkel, und volumenerhaltend sind, und
zwar, weil |detA| = 1.

14.0.14. Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir sind wieder bei beliebigen Vektorrdaume. Sei f : V' — V, also ein Endomorphismus
gegeben und V sei ein K-Vektorraum. Wir interessieren und fiir Vektoren v € V', bei denen
f wie eine Skalierung wirkt. Jetzt formal:

Definition 28. A € K und v # 0 € V. Dann heift v Eigenvektor zum Eigenwert ), falls
f(v) =Xv

Dann ist auch « x v Eigenvektor zum Eigenwert A, da f(av) = af(v) = alwv.
Besonders schon ist es, wenn Basisvektoren Eigenvektoren sind. In dem Fall wissen wir, dass
die zum Endomorphismus gehérige Matrix eine Diagonalmatrix ist, die nur auf der Diagonalen
die \; erhdlt, sonst Oen. Mit der Matrix kann man dann ganz schnell die Determinante
berechnen und auch die inverse Matrix.

Definition 29. f : V' — V heilt diagonalisierbar, falls die Basis (v1, . .., v,) existiert, sodass
die zugehdrige Matrix eine Diagonalmatrix ist.
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15. Vorlesung, 5.12.2007

Nachtrag zu n x n Matrizen iiber Kérper K.

G(n, K) Das ist die Gruppe, der invertierbaren n x n Matrizen liber K beziiglich der Ma-
trixmultiplikation. Auch “general linear group” genannt.

Sl(n, K) Das ist die Gruppe der invertierbaren n x n Matrizen iiber den Korper, die als
detA =1 haben. Diese Gruppe wird auch “special linear group” genannt.

O(n) Nicht zu verwechseln mit der oberen Schranke! Das bezeichnet die orthogonale n x n
Matrizen iber R, die alle |detA| = 1 haben.

So(n) sind die orthogonalen Matrizen, die genau detA = 1 haben.

Einfache Beispiele Sei V = R

1. Wir wollen eine Spiegelung an Lin(vy) machen. Die Matrix sieht dann so aus:

1 0
=0 4)
vy ist dann Eigenvektor zu Eigenwert +1 und v, ist der Eigenvektor zu Eigenwert —1.

2. Bei der Drehung von vy, vy um 7 gibt es keine Eigenvektoren.

3. Die Scherung horizontal um einen Faktor a.

=)= (7)

Fir die Einheitsvektoren sieht die Abbildungsmatrix dann so aus

=60)

(é) ist Eigenvektor zum Eigenwert +1.
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Lemma Wenn vy, ..., v, Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten sind, so
sind sie linear unabhangig.

Das muss jetzt natiirlich auch noch bewiesen werden.

Seien \; die zugehdrigen Eigenwerte. Wir machen einen Beweis per vollstandiger Induktion

Induktiosanfang n = 1, logisch, ein Vektor kann ja nur unabhingig sein.

Induktionsschritt n —n +1

vy + ...+ ayv, = 0. Es ist zu zeigen, dass alle «; = 0 sind. Man multipliziere mit
Ari1, dann ergibt sich ay A\, 11+ QA 10+ Q1 A\ 101 = 0. Durch Anwenden
von [ auf diese Gleichung folgt aiy Ay +andova+. . .+ N\ + 1 A1 0,41 = 0.
a1 ANy — Ao+ as( A1 — A)va+ .o (N — Ao = 0. Durch Anwenden der
Induktionsvoraussetzung folgt fiir vy, ..., v,, dass alle (A, 41 — A;) = 0. Und nach
Voraussetzung sind die As verschieden. Dann muss aber o; = 0 sein fiiri = 1...r.
a1 = 0 wegen v,,1 # 0 nach Definition.

O

Fakt Alle Eigenvektoren zu einem Eigenwert A\ bilden einen Unterraum von V' (also, es
miisste noch der Nullvektor mit reingenommen werden).

Um das zu beweisen, muss man zeigen, dass fiir u, v Eigenvektoren zu A die Eigenschaften
fur den Unterraum erfiillt sind. Also dass f(u+v) = f(u) + f(v) = A+ Ao = Mu + v)
und analog fiir ein Skalar gilt.

Definition 30. Dieser Unterraum heilSt Eigenraum zum Eigenwert \.

Zu diesen Eigenrdaumen gibt es dann natiirlich auch wieder je eine Basis. Und deren Ba-
sisvektoren sind dann sogar alle, wie gerade bewiesen, linear unabhingig. f ist genau dann
diagonalisierbar, falls Y7 n;, = n.

Wie findet man nun also so eine Diagonalmatrix zu f, falls sie existiert?

Natiirlich brauchen wir die Eigenwerte. Ein kleiner Trick: Ein Vektor v £ 0 ist Eigenvektor
zu Eigenwert A, genau dann wenn v € Ker(f — A dy).

Miissen wir natiirlich erstmal beweisen. f(z) = \v < f(x) — Ao = 0. Das ist genau dann
wenn, f(z) — Mdy(z) = 0 Und das entspricht (f — A dy)(z) = 0. O
Nach der Dimensionsformel der linearen Abbildung gilt Ker(f — Ady) # 0 genau dann
wenn die zugehdrige Determinante verschwindet, d.h. ist null.

Sei A ne Matrix zu [ beziiglich einer fixierten Basis von V. Dann ist die Matrix fiir die
Skalierung mit A die Matrix, die auf der Diagonalen nur As enthilt, also AE. Und A — \E
ist dann die Matrix zu f — Idy.

Definition 31. p;(\) = det(A — AE) heilt charakteristisches Polynom zu f.
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Beispiel Sei R? und die Standardbasis. Und sei f gegeben durch A = (] }), also f((*!) =

aq

(&%)
(al +a2
a1tag

1—x 1
det(l 1_)\):(1—)\)2—1

Die Eigenwerte sind jetzt die reellen Nullstellen des Polynoms. Also A\; = 2 und Ay = 0.
Jetzt bestimmen wir die zugehdrigen Eigenvektoren als nichttriviale Lésungen der homogenen
Gleichungssysteme (A — \;E)z; = 0 fiir i = 1,2. Fiir A; = 2 ergibt sich folgendes LGS

). Das charakteristische Polynom ist dann

—l’1+$2:0
.I‘l—.TQ:O

1 = T2

Also = = y(}),v € R\{0} Fiir A, = 0 gilt

.T1—|—SL’2:0
$1+[L’2:O
T = —XT9

Und hier also z = (') mit 6 € R\{0}. Die Basis aus den Eigenvektoren ist also

v=i) ()

Die Matrix beziiglich dieser Basis ist dann

2 0
7o)

Das ist die zugehorige Diagonalmatrix.
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16. Vorlesung, 10.12.2007

Hauptachsentransformation

Wir rufen uns nochmals die Spiegelung an einer Achse ins Gedachtnis. Da sah die Transfor-
mationsmatrix so aus:

A (Cosgb sin ¢ )
sing —cos¢
Fakt Das charakteristische Polynom hangt nicht von der Wahl der Basis ab.
A" =T AT wobei T Transformationsmatrix
pa(\) = det(A — AE) = det(T™ ') x det(A — A\E) x det(T)
= det(T YA = \E)) « T) x det(T"'AT) — N\T"'ET)
= det(A" — \E) = pa())
Schritte zur Bestimmung einer Basis aus moglichst vielen Eigenvektoren eines Eigenwertes
f:V =V mitdimV =n.
1. Bestimme die zu f gehorige Matrix beziiglich einer beliebigen Basis B.

2. pr(A) =pa(A) = det(A — AE) ist ein Polynom nten Gerades in Variable A
3. Bestimme die verschiedenen Nullstellen A ..., Ay mit £ <n
4

. Berechne die zugehdrigen Eigenrdume E); als Losungsmenge der Gleichung f(z) =
Aix. Dazu berechnen wir die homogene Losung (A — \;E)xz = 0.

5. Die Basen der Eigenrdume vereinigen und gegebenenfalls ergéanzen zur Basis von ganz
V.
Falls Ef:o dimFE) ; = n dann ist das Diagonalform.

Satz 24. Die algebraischer Vielfachheit von \; (= Vielfachheit als Nullstelle von p4(X)) ist
groBergleich der geometrischen Vielfachheit von \; (= Dimension von E);).

Beweis 24. \; mit geometrischer Vielfachheit . = dimFE\y. F\o hat natiirlich eine Basis
{x1,...,2,} kann erganzt werden zur Basis {x1,...,%,, % 41, ..., T} mit dimV beziiglich
der Basis von V.

A— )\1 0 ap.Jrl R ¢ 2
0 )\2 :

pr(A) = pa(A) = (A — \)" % p(A\) und das Restpolynom hat keine reellen Nullstellen mehr.
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Frage Gibt es Bedingungen fiir f, die sichern, dass die Diagonalisierung garantieren?
Ja, die gibt es! Sei V' ein endlicher Vektorraum und wir definieren f:V — V.

Definition 32. [ : V — V heist selbstadjugiert, falls
Vo,y € Vi< f(z),y >=<u, f(y) >

Wenn f : V — V und dimV < oo dann ist bei f selbstadjugiert die Folge, dass f
diagonalisierbar ist.
Jetzt ist die Frage, ob das liberhaupt vorkommt.
Noch ein kleiner Fakt: f ist selbstadjugiert und lasst sich diagonolisieren, genau dann wenn die
Matrix von f beziiglich einer beliebigen Orthonormalbasis symmetrisch zur Hauptdiagonalen
Ist.
Das muss jetzt natiirlich noch beweisen werden.

=> Angenommen, f ist selbstadjugierbar. Wie sieht dann die Matrix aus? Dazu wahlen
wir eine Orthonormalbasis (vy,...,v,), wobei die Spalten die Bilder der Basisvekto-
ren sind. f(v;) = >, a;;u; Wegen der Orthonormalitat gilt < f(v;),v; >= a;5, <
f(v;),v; >= a;; (wird nachgeliefert)

Noch ein Fakt. f: V — V und selbstadjungiert. 0 # v € V ist Eigenvektor zu \. Dann ist
fi{uy+ selbstadjungierter Endomoprhismus mit {v}*+ — {v}*. Sei v € {v}~.

< fw),v >=<u, f(v) >=<u,\v>=A<u,v>=0

Und noch einer: f ist wieder selbstadjungiert und dimV = n. Dann hat f einen reellen
Eigenwert. Das kann man beweisen: A : R® — R" und A = Tf « T~L. pa(\) reelles
Polynom nten Grades. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass dieses Polynom dann
n Nullstellen hat, die komplex sind. Sei A — v — i € C eine Nullstelle. Dann ist A Eigenwert
von A : C" — C". Dann 3z € C" mit

21 1+ iy
=1 = :
Zn Ty +1Yn
mit Az = Az. A(z +1y) = (7 +iw)(x — iy). Wegen Selbstadjungiertheit gilt < Az, y >=<
r, Ay >. Also T < x —wy,y >=<x,yy+twr > T <z,y>—-w<yy>=T<zx,y>
+w < z,x > Es bleibt also 0 = w(< y,y > + < x,x >) ibrig. Also 0 = w(||y|| + ||z]]).

Daraus folgt, dass w = 0.
Also ist der Imaginarteil 0 und somit ist es tatsachlich eine reelle Zahl.

Jetzt kommen wir zu unserem grollen Beweis. Wir machen ne Induktion.

Induktionsanfang n = 1, das ist die 1 x 1 Matrix, und die ist nach Definition in Diagonal-
form
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Induktionsschritt Angenommen, das Theorem stimmt fiir alle n — 1-dimensionalen Vektor-
raume und selbstadjugierten Endomorphismen. Aus dem ersten Fakt folgt, dass wenn
f selbstadjugiert ist, dann mit symmetrischer n x n Matrix A beziiglich der Ortho-
normalbasis. Aus der zweiten Uberlegung folgt, dass ein reeller Eigenwert und dazu
Eigenvektoren v # 0 existieren. Die kann man dann natiirlich auch normieren, also
v* = H_zH hat jetzt Norm 1 und ist Eigenvektor. f|;,- 1 ist einstelliger Endomorphismus
auf n — 1-dimensionalem Vektorraum. Wir wenden jetzt die Induktionsvorraussetzung
an. fi~y+ hat Orthonormalbasis und ist diagonalisierbar. Jetzt nimmt man diese Basis
plus v*, was dann unsere gesuchte Basis ist.
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17. Vorlesung, 12.12.2007

17.1. Codierungstheorie

Wir wollen Informationen kodieren. Eine Information ist hierbei gegeben als Wérter iiber
einem Alphabet .

Ziele
e Sicher gegen Lauschangriffe soll es sein, damit beschéftigt sich die Kryptographie

e Kompakte Darstellung, da gibt es die Moglichkeiten verlustfrei und Verluste sind mog-
lich

e fehlerkorrigierend

Definition 33. X und Q) sind Alphabete. Dann ist f : ¥ — Q™ Fortsetzung zu ¢ : ¥ — QT
ist dann 2122 L. (b(El) o (b(EQ) o...

Ein Beispiel ware ¥ = {a,b} und @ = {0,1} mit a — 0 und b — 11, dann wird aus
aabba — 0011110. Und auch wenn es nicht so aussieht, auch ¢ — 0 und b — 01 ware
eindeutig dekodierbar.

17.1.1. Datenkompression

Die Datenkompression verwendet sogenannte Prafixcodes. Nach Herr Hoffmann miisste man
allerdings nicht-Prafixcodes sagen.

f 3 — ¢" hat Eigenschaft Vo, 0’ : ¢(0) ist kein Prifix von ¢(d”)

Ein Beispiel fiir einen Prafixcode ist C' = {0, 10,110,111} Das kann man auch ganz schick
in eine Baumdarstellung packen

/ N\

0 1
/\
0 1
/ \
0 1
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Wobei jetzt die Wege zu den Blattern die Codierungen sind.

Warum hat das jetzt was mit Kompression zu tun? Das hat was mit variabler Codeldnge zu
tun. So kann man z.B. h3ufigen Zeichen mit einem kurzen Codewort verkniipfen.

Die Huffman-Codierung liefert hier bei bekannten Haufigkeiten der Zeichen eine optimale
Kompression, das machen wir hier allerdings nicht. Stattdessen machen wir die Blockcodie-
rung.

Blockcodierung
Definition 34. C C Q™" heiBt Blockcode, falls alle c € C' die gleiche Lange haben.
Hier kdnnen bei |Q)| = ¢ und Blocklange n genau ¢" Zeichen kodiert werden.

Definition 35. Seien ¢, € Q" zwei Codewérter. Dann ist d(c,c’) die Anzahl der Stellen,
an denen sich ¢ und ¢ unterscheiden. Das ist der sogenannte Hemming-Abstand zwischen ¢
und ¢

d(c,d) = {ila: # a:}

Die KenngroRe fiir einen Blockcode ist d(C') = min..» d(c, ') mit C < Q™ als Code.
d: Q" x Q" — N ist eine Metrik auf Q", d.h.

1. Vq,q :d(q,q') >0und d(q,¢) =0 qg=¢
2. Yq,q :d(q,q') = d(d,q)
3. Vq,¢,q" - d(q,q') +d(d,q") > d(q,q")

Definition 36. ¢ € Q" mit Bi(c) = {v € Q"|d(c,v) < k} ist die Kugel (“Ball”) mit
Zentrum ¢ und Radius k.

Wie groB ist denn nun By(c)? Das ist

o= (1) v

1=0

Dekodierung bei Blockcodes C C Q" ist der Code, also die Menge der Codewdrter.
Wir bekommen ein v € Q™. Falls v € C tatsichlich ein Codewort ist, dann wahle ¢ mit
¢(o) =wv. Falls v ¢ C, also ein Fehler bei der Kodierung aufgetreten ist, dann wahle ¢ € C'
mit d(c,v) minimal, das muss allerdings nicht eindeutig sein. Diese Funktion nennt man auch
“Maximum Likelihood” (ML).

Definition 37. Ein Code C' C Q" heilt k-fehlerkorrigierend, falls ein empfangenes Wort
mit < k Fehlern beziiglich ML korrekt dekodiert wird.

Definition 38. C' ist k-fehlerkorrigierend genau dann wenn, Ve, ¢ € C : Bi(c)NBy(c') = 0.
Und das gilt genau dann, wenn d(C') > 2k + 1.
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C ist k-fehlerkorrigierend und |C] = 3% (")(q — 1)" < ¢". Wenn tatsichlich die Gleich-
heit besteht, dann nennt man das einen perfekten Code.

Definition 39. Der Blockcode C' heit k-fehlererkennend, falls Ve # ¢ : ¢ ¢ By(c’). Das ist
genau dann der Fall, wenn d(C) > k + 1.
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18. Vorlesung, 17.12.2007

Das Verhiltnis % heifft Informationsgehalt. Man verwendet dabei Redundanz um

Fehlerkorrektur bzw. -erkennung zu ermdglichen.

Eine weitere Ungleichung, um d(C') in Beziehung mit ¢ zu setzen ist folgendes. Ange-
nommen, C' hat den Mindestabstand d(C). Dann ist die Abbildung Q™ — QM UC)+!
mit (1, ,qm) — (q1,- -+, Gm-d)+1) injektiv. D.h., das Bild hat GréRe |C|. Und somit
|C| < ¢~ 9F1 Durch Logarithmieren erhilt man dann log, |C| < m — d(C) + 1. Fiir die
Anzahl der Codewdrter gilt dann d(C) < m —log, |C| +1

18.0.2. Einfache Verfahren zur Fehlererkennnug/ -korrektur
q" : X — Q" ist der gegebene Blockcode.

1. Wir setzen ein Paritdtsbit. ¢pq, : Q™ — Q™! mit Q = {0,1} (q1,q2, .-, Gm) —
(@1, Gm,@1 + ...+ gn mod 2) hat eine gerade Anzahl von Einsen. Und der Min-
destabstand ist d(¢,,-) = 2. Es ist also 1-fehlererkennend.

2. Verdoppeln der Nachricht. ¢ : Q™ — Q?™ mit (q1, .., qm) — (15 s Qs Qs - - - 5 G-
Auch hier ist der Mindestabstand d(¢2) = 2. Somit ist es auch 1-fehlererkennend.

3. Bei ¢35 : Q™ — Q> ist der Mindestabstand 3. Und das ist dann 1-fehlerkorrigierend.

4. Jetzt verdoppeln wir und setzen das Paritatsbit. Dann haben wir ¢s 4 : Q™ — Q*™ !
mit (1, Gm) = (@1 Qs @1y -+ s Gy Q1) Mit Grue1 = @1+ - . g, mod 2. Hier
ist die Behauptung, dass d(¢ ) = 3 ist. Das ist auch wieder 1-fehlerkorrigierend.
Das ist jetzt schonmal natiirlich besseres als 3., da wir nicht mehr so viel Redundanz
haben. Geht's noch besser? Jal!

5. Und zwar mit dem Kreuzsicherungscode. Es wird vorausgesetzt, dass m = k2. Dann
ist {0,1}™ v = (v, ..., Uk, Ugs1, - - ., Ug2. Man schreibt sich das jetzt so untereinan-
der, dass v; und v, zusammenstehen, dann v 1, v9, usw. bis v, nach v,2. Zudem
macht man dann fiir die Zeile noch ein Paritatsbit und fiir die Spalten. Dann haben
wir ¢ : Q™ — Q™ 2k Die Behauptung ist, dass fiir den Mindestabstand d(¢) = 3 gilt.
Das Beweisen wir jetzt noch kurz. d(u,v) = 3 mit u,v € Q™. Dann gilt fiir d(¢(u), ¢(v)) >
3. Was passiert, wenn sie sich vorher an zwei Stellen unterschieden haben, also d(u, v) =
27 Dann gilt d(¢(u), p(v)) > 4. Fir d(u,v) = 1 gilt dann d(¢(u), ¢p(v)) = 3.
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6. Jetzt der Hemming-Code. Dafiir brauchen wir vier Informationsbits (vy, v, v3,v4) mit
drei Redundanzbits (vs, vg, v7), wobei vs = vy + v3 + v4 mod 2,v5 = v; + v3 + V4
mod 2 und v; = v; + vy + vy mod 2. Das kann als Abbildung ¢ne,, = Z3 — 75
aufgefasst werden. Jetzt kann man das schick als Matrix schreiben:

1000 v,
0100 vy
0010 1 vs
000 1|«|2|=]0u
011 1 3 Vs
1011 i e
1101 v

Das bezeichnet man auch als Generatormatrix.
Die Dekodierung mittels der Priifmatrix

1
H=10
0

S = O

1
1
0

_— O O

1 01
011
1 11

ist H«Codewort ergibt immer 0. Wenn ein Bit gekippt wird, dann liefert die Priifmatrix
nicht mehr den Nullvektor. Aber sie sagt uns auch, welches Bit gekippt ist, namlich
das ist die Dezimalzahl, die durch das Ergebnis reprasentiert wird.

Was ist | By (Codewort)| 7

1

Z(Z)(Q—l)i:1+7

1=0

Das Volumen einer Kugel ist also 8. Wir haben 2* = 16 Codewdrter. 23 x 24 = 27 Der
Bildraum ist ja auch genau 27, wir schopfen also den gesamten Raum aus, es ist also
ein perfekter Code.
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19. Vorlesung, 19.12.2007

19.0.3. Endliche Korper

Ein Korper ist bekanntlich ein Tupel (K, +,%,0, 1), wobei (K, +,0) und (K\{0},*, 1) kom-
mutative Gruppen sind. Zudem sind die Operatoren distributiv.

Bei einem endlichen Kérper heillt das, dass K endlich ist.

Unser Ziel ist, zu zeigen, dass es fiir p Prim und k& > 0 gibt es Kérper mit p* Elementen.

GF(p") (oder auch F ).
Va,d € Z,d #0:3q,r € Z a=qd+r modre{0,...,d—1} q= L%J,r:a mod d

Das braucht man, um den euklidischen Algorithmus zu Berechnen, mit dem der ggT bestimmt
wird. Sei a,b € Z*,a > b,r = a mod b. Der ggT berechnet sich iiber

r=0= ggT(a,b)=0>
sonst ggT'(a,b) = ggT'(b, )

Die Umkehrung liefert Va,b € Z*,3s,t € Z mit ggT(a,b) = sa — tb. Das kann man per
Induktion beweisen, machen wir hier aber nicht. Steht aber im Skript.

Fakt Falls der ggT'(a,b) = 1, dann ist die Darstellung 1 = sa — tb eindeutig.

Rechnen mod n

Das induziert eine Aquivalentsrelation und das Reprisentantensystem ist {0,...,n — 1}.
a~a modn,b~b modn so gilt

(a+b)~(a+£¥V) modn (axb)=~(a'*b) modn

Fakt pist Primzahlunda e {1,...,p—1}. I ={1,...p—1} mitab~1 mod p.

Das beweisen wir jetzt noch hiibsch. Sei der ggT'(p,a) = 1. Dann 3s,t : 1 = as — tp. Wir
setzen b ~ s mod p, so dass b € {0,...,p — 1}. Zeige ab ~ 1 mod p, damit b # 0. Wir
wissen b ~ a mod p,a ~ a mod pund 0 ~ tp mod p. Aulerdem ist bekannt ab ~ as+dp
daraus ergibt sich ab + 0 ~ (ab — tp mod p =1 mod p. Und das wollten wir zeigen.
Jetzt fehlt noch die Eindeutigkeit. Angenommen o' € {1,...,p — 1}: ab ~ 1 mod p und
ab' ~ 1 mod p. Daraus folgt a(b—0') ~ 0 mod p. Und hieraus folgt p|a(b—0") = p|b—bV =
b=10.

Naja v. Schmude 58



MAFI 3 19. Vorlesung, 19.12.2007 16. Februar 2008

Beispiel Wir wollen im Kérper Fo; das multiplikative Inverse zu 25 berechnen.

1 =-31%25—-8x%17 mod 97
2671 = —31 mod 97
= 66

Theorem Es gibt genau dann einen Korper mit 7 Elementen, wenn n = p* mit p Prim und
k > 1 € N. Dieser ist bis auf die Isomorphie eindeutig. (p heit Charakteristik des Kdrpers
mit 1 +1+...+1=0 (wobei p mal 1).

Wir machen folgende Konstruktion. Sei p wieder eine Primzahl. [F,[z] ist die Menge aller
Polynome mit Koeffizient aus .

d gibt dabei den Grad von dem Polynom an. F,[z] ist eine kommutative Gruppe beziiglich
der Addition und eine kommutative Halbgruppe 1 beziiglich der Multiplikation.

Sei g(z) € F,[z] mit Grad k. Wir betrachten jetzt alle Polynome in F,[z] mit Grad < k. Auf
dieser Grundmenge funktioniert die Addition wie gehabt. Die Multiplikation kann aber nicht
mehr so funktionieren, da dort die Grade der zu Multiplizierenden Polynome addiert werden.

Beispiele

Lygr)=23-22+1 ez P+ )@ +o+1) =" +23+22+22 +2+ 1
In Fy[z] ist das gleich 2 + 2® + o+ 1 =2(@® + 22 + 1) + 1. (2> + 1)(2* + 2 + 1)
mod g(x) = 1.

2. g(x) = 2% + 2 + 2 aber jetzt in F3[x]. Wir berechnet wieder (22 + 1)(2* + 2 + 1) =
43422+ x4+ 1. = (3 + 22+ 2) + 2202 + 20+ 1(2® + 1) (2% + 2+ 1) = 222+ 22 +1
mod ¢g(z)

Definition 40. g(x) € F,[z] heilt irreduzibel, genau dann wenn es keine a(z),b(x) €
F,[z]\IF, mit g(x) = a(x) = b(x) gibt.

[F,[z]/g(z) ist das Polynom mit Grad < deg(g(z) und Addition und der Multiplikation mo-
dulo g(z) bilden Korper.

Additionstafel fiir 4-Elemente

0000 01 10 11
01|01 00 11 10
1010 11 00 O1
1111 10 01 00
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Multiplikationstafel fiir 4-Elemente

00

01

10

11

Naja v. Schmude
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01
10
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00
00
00
00

00
01
10
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00
10
11
01

00
11
01
10

60



MAFI 3 20. Vorlesung, 7.1.2008 16. Februar 2008

20. Vorlesung, 7.1.2008

20.0.4. Lineare Codes

Definition 41. Ein linearer Code iiber I, ist gegeben durch eine lineare Abbildung (und
injektiv sowieso)
g:F —TFy

q

Wegen der Injektivitat ist der Kern 0 und somit rg(Im(g)) = m und das Bild wird hierbei
als Code C' bezeichnet und ist ein Unterraum von Fy. Also 0 € C.

g wird berechnet durch Matrix G € M(n x m,F,) “Generatormatrix”, v € ' wird notiert
als G xv € Fy.

Alternativer Weg um Unterraum C' zu beschreiben
g:F —TFy
wobei ' C g(F7) 7. Kern beschreibt iiberdies als Kern einer Abbildung h
h:F, —F; ™™

Matrix H € M(n —m x n,F,) mit rg(H) =n —m. H nennt man auch die Priifmatrix fiir
den Code (H xc =0 fir c € ).

Weder Generator- noch Priifmatrix sind eindeutig, man kann durch die eine aber die andere
finden.

Beispiele
1. Sei IFy der Koérper. Und h : 3 — TS,
(ar, a9, a3, as) — (a1, az, as, as, ar + ag, as + as, ar + as, az + ay)
Wir schreiben das als lineares Gleichungssystem

ay+as+as =0
azs+as+ag =0
a,+as+a; =0
as+as+ag =0
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Der Code ist offensichtlich die Lésung dieses homogenen Gleichungssystems. Wie sieht
nun also die zugehérige Matrix aus?

11001000
go_ (00110100
110100010

01010001

Der Code Cy = {x € F8|Ha' = 0}. Es folge rg(Hy) = 4 und somit hat C; den Rang
8 —4 =4,
Wie werden nun Codewdrter erzeugt, also wie sieht die Generatormatrix aus?

SR O, OO o
_ O O = OO = O
S = = OOk OO
— O = O M= O OO

Die Standardform der Priif- und Generatormatrix sieht wie folgt aus

G= (EA”) mit A (n —m) x n Matrix
H=(-A E,)
Beachte, dass H « G = (0).
2. Die Priifmatrix hat die Form

1 01
H=10120
1 10

Dann ist

€ M(5 X 27F2)

Q

—_

Il
_ o = O
—_——_= O = O
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Dann sind die Codeworter

— RO RO RO ROR

auBerdem noch der Nullvektor und die Linearkombination

=)

= 1% + 1%

O~ = /)
_— O = O
—_ = O

d(Cy) = 3 und somit ist der Code 1-fehlerkorrigierend.
Satz 25. G € M(nxm,F,) mit rg(G) =m und H € M((n —m) x m,F,) mit rg(H) =
n — m sind Generator- und Priifmatrix des ein und desselben linearen Codes genau dann,
wenn H x G = (0).
Beweis 25. Wir miissen Hin- und Riickrichtung zeigen.

=> geht aus Definition hervor

<= H * G = (0) gilt genau dann wenn, Im(G) < Ker(H). Also dim(Im(g)) =rg(G) =
m < dim(Ker(H)). Also (Dimensionsformel)

n=dim(Ker(H))+rg(H)
=dim(Ker(H))+n—m
= dim(Ker(H)) =m

Also folgt tatsichlich Im(G) = Ker(H).

O

Definition 42. C sei ein lineare Code. Und v € C. Das Gewicht von v ist w(v) = die
Anzahl der Komponenten ungleich null. w(C') = min{w(v)|v € C,v # 0}.
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Fakt w(C)=d(C).
Das wird noch kurz bewiesen. Und zwar folgt das aus d(u,v) = d(u — v,0) (Translationsin-
varianz des Hemmingabstands)

Satz 26. Ist H € M((n—m) xn,F,) Priifmatrix von einem linearen Code C, so ist d(C') =
minimale Anzahl linear abhdngiger Spalten in H.

Beweis 26. H, ..., H, seien die Spalten von der Priifmatrix H. Sei { H };,csS C {1,...,n}
?? Teilmenge 777

N €Fy YoMl = 0. Wir definieren uns den Vektor ¢ = (A1, ..., \,) mit \; = 0 fiir
j#5 )

Dann ist also H x ¢ = 0. w(c) = |S| also d(C) < |S].

Seic € C mit c = (Ai,...,\,) mit w(c) = minimal. Sei S = {i|\; # 0}. Dann ist
Yieg Nl = 0 Weil Hxc =0 folgt {H }ies ist linear abhangig und daraus folgt d(C') >
minimale Anzahl linear abhaniger Spalten. O

Korollar st in einer Priifmatrix keine Spalte Vielfaches einer anderen Spalte, so ist d(C') >
3, also 1-fehlerkorrigierend.

Insbesondere gilt fiir Fo zwei Spalten sind voneinander linear abhangig, genau dann wenn sie
gleich sind.
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21. Vorlesung, 9.1.2008

Beispiel

1. Gesucht ist ein 1-fehlerkorregirender, perfekter bindrer Code mit 4 Redundanzbits.
Wir wissen aus dieser Fragestellung, dass n — m = 4. Es miissen nun also n und m
bestimmt werden. Wir beginnen mit der Priifmatrix (in Standardform).

1000
A0 100
= 0010
0001

Die Informationsrate ist 2 = 2=% und soll méglichst nahe an 1 sein, daher muss n
n

so groll wie moglich gewéi%lt werden. ABER es diirfen keine 2 Spalten linear abhangig
sein. Wir sind in Fy, daher gilt: 2 Spalten sind linear abhangig, falls sie gleich sind.
Die Matrix A besteht aus den restlichen (16 — 1) — 4 = 11 verschiedenen Spaltenvek-
toren der Lange 4. (-1 weil der Nullvektor nicht mitkommt und -4, weil wir schon 4
haben). Dabei ist die Reihenfolge egal.

H ist somit eine M (4 x 15,Fy) Matrix. Und somit ist G, die Generatormatrix, eine
15 x 11 Matrix. Es ist also |C| = 2. |By(c)| = 1 + 15 = 2%,

2. Wollen nun einen 1-perfekten Code er I3 mit 2 Redudanzstellen. Es ist wieder n—m =
2. Wir fangen wieder mit der Priifmatrix an.

2 110
H—(1101)

n ist also gleich 4, die Anzahl der Spalten in der Priifmatrix, somit ist m = 2. Wie
sieht nun die Generatormatrix aus?

N

G=|0 1]=
o 12
2 2

|C| = 3% = 9. Was ist jetzt |Bi(c)| =1+4%2=9. Und 3* = 3% x 32, daher ist es
tatsachlich ein perfekter Code.
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21.0.5. Fehlerkorrektur und Prifmatrix

H sei eine Priifmatrix M((n —m) x n,F,;) mit dem Rang n — m. C ist der Code und
d(C) > 2k + 1 mit 1-fehlerkorrigierend. ¢ € C zieht alle v € F%, falls d(c,v) < k. Was
macht nun H mit diesem Vektor?

Hsv=Hv—0=Hv—H0O=Hv—Hec=H(v—c)

Fakt H angewendet auf By (0) ist injektiv.

Jetzt der Beweis: Angenommen u, v € Bj(c) und Hu = Hv. Daraus folgt H(u — v) = 0,
das ist der Kern, also muss u — v ein Codewort sein, da nur diese auf 0 abgebildet werden.
Also w(u —v) = d(u — v,0) < 2k. Das ist ein Widerspruch zu d(C') > 2k + 1.

Folgerung Huv bestimmt v — ¢ eindeutig und somit auch ¢, weil ¢ = v — (v — ¢). Bleibt
als Aufgabe noch, die Bilder von Bj(0) unter H zu bestimmen.

Definition 43. Huv heilt Syndrom von v.

0111100
H=|1 011010
1101001

alson =7,m =4,n—m = 3. Damit ist d(C) = 3.

@Q

I
_ o000
O = = O = OO
== )

B1(0) ={(1,...,0),(0,1,...,0),...} insgesamt gibt es also 8 Vektoren.

Hx0=0

0

Huvy = | 1| = 1.Spalte von H
1
1

Hvy = [ 0| =2.Spalte von H
1
0

Hv;, = | 1| =i.Spalte von H
1
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Wenn man jetzt das Wort w = (1,0, 1,1) Codieren will, rechnet man halt

Gxw =

O Ok =) O

Zum Dekodieren muss jetzt natiirlich wieder H * v gerechnet werden, wenn v zu dekodieren
ist. Das Ergebnis ist dann das Syndrom, um ¢ zu enthalten muss also wieder v — (v — ¢)
berechnet werden.

F3 — T} fiir die Generatormatrix und F; — T3 als Priifmatrix ist eine spezielle Ham-
mingcode mit Priifmatrix. Gibt es das auch noch fiir andere Parameter? Ja! Und zwar wenn
man m = 2" —1 wahlt. Priifmatrix mit den Parametern (7 x (2" —1)) in [F5. Die 2" —1 Spalten
reprasentieren 1,2,...,2" als Binirzahl. Der Code hat 22 ~!=" Codewdrter. Das Volumen ist
Bi(c) =14+2"—1=2".22"152" = 22"-1 der Raum wird also voll ausgenutzt, es handelt
sich demnach um einen perfekten Code.
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22. Vorlesung, 14.1.2008

22.1. Stochastik

Die Stochastik gliedert sich auf in Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik, hier nur Wahr-
scheinlichkeitstheorie.

Zentrale Begriffe Das sind her Zufall und Wahrscheinlichkeit.

22.1.1. Axiomatik der Wahrscheinlichkeitstheorie

Das zentrale Hilfsmittel ist die MaBtheorie.

Wahrscheinlichkeitsrdume Festlegung der Eigenesraumes. Bei einem Zufallsexperiment
ist zu entscheiden, welche GroRe zu messen ist. Die Menge ist hier €2 # () von Elementarergeb-
nissen. Man nennt 2 auch Grundraum, Ereignisraum. Die Teilmenge A C Q heilt Ereignis.
Wir wollen im ndchsten Schritt die Abgeschlossenheit gegeniiber Booleschen Operationen
=,V definieren.

Definition 44. () ist die Menge, das Mengensystem F € P(S2) heilt Mengen-Algebra iiber
Q, falls

1. Qe F
2 FeEF=FeF

3 EEFeF=FEFUFecF

Eine Beobachtung ist dabei, dass auch E, F € F = ENF € F, wegen de Morgan.
Im Extremfall muss F = {0, Q} bzw. F = P(2). Es ist hierbei sinnvoll, sich einzuschrdnken
und nicht immer P(2) zu wahlen.

Definition 45. Menenalgebra F iiber ) mit Punkt drei erweitert auf A, As,... € F =
U A; € F heibt o-Algebra iiber .

Wir wollen mit der kleinsten o-Algebra, die alle gewiinschten Teilmengen (Intervalle bei
reellen Zahlen) enthalt. Sei (F;) 7 von o-Algebra iiber Q2. Dann ist (| F; eine o-Algebra iiber
Q.

Der Beweis geht wie folgt: Sei A1, Ay, ... € (F; = Vi € A}, Ay, ... € F;. Und hieraus
folgt aufgrund der o-Algebra dass | JA; = F; = A; € (., Fi. O
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Definition 46. G C P(Q2). Dann heilt
F+0o(G) ={F CP(Q)|F o-Algebra und G C F}

die von G erzeugte o-Algebra.

“wichtigstes Beispiel’ Sei GG die Menge der offenen Teilmengen des R"™. Die von G
erzeugte o-Algebra

B(R™) = B"
Borel-Algebra fiir R™.
Satz 27. B' = B(R!) = o{(—o00, z]|x € R}

Beweis 27. Zeige B" € o{...} = F. Sei G ene offene Menge. G = U,cqUe(z)(x), wobei
Uecz)() eine kleine offenen Umgebung von x ist. G = J{(a,b) a,b € G ANa,b € Q}.
Daraus folge, B" = o{(a,b)|a,b € Q}. Wir zeigen, die offenen Intervalle (a,b) € F. (a,b] =

(=00, b]\(—00,al. (a,b) = Uk21(a> b— %]
Jetzt noch die andere Richtung (—oo,z] = (,5,(—00,z + 1) O

Es gilt immer Vn > 1: B" C P(R").
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23. Vorlesung, 16.1.2008

Wir ordnen nun jedem A € F eine MaRzahl Pr(A) € R zu. Dabei nennt man Pr: F — R
heillt Mall auf €, falls

1. Pr(A) > 0WAeF
2. Fiir paarweise disjunkte A1, A,,... € F: Pr(U;2, Ai) = > i, Pr(4)
Wenn zusatzlich Pr(§2) = 1 ist, so heifft Pr WahrscheinlichkeitsmaR.

Definition 47. (Q, F, Pr) heit Wahrscheinlichkeitsraum.

Einfache Eigenschaften

1. Monotonie: A, B € F, A C B dann folgt Pr(A) < Pr(B). Und zwar, gilt das weil
B =AU (B\A), also Pr(B) = Pr(A) + Pr(A\B) = Pr(B) > Pr(A).

2. Pr(®) = 0. Auch das kann gefolgert werden: Pr(0) = Pr(0UuQuU...)=>">* Pr(0)
Wenn hier war ungleich 0 stehen wiirde, dann wiirden wir oo rausbekommen, und das
ware ein Widerspruch, also muss Pr(()) = 0 sein.

3. Identitdt impliziert fiir paarweise disjunkte A;,..., A, Pr(U,A;) = > ", Pr(4;).

Achtung Nicht jedes Ereignis A mit Pr(A) = 0 ist die leere Menge und nicht jedes Ereignis
A mit Pr(A) =1 ist Q!

Beispiele
1. Q endlich bzw. abzahlbar unendlich. 7 = P(Q2). Jedes w € {2 habe Pr(w) als Wahr-
scheinlichkeit mit Y Pr(w) = 1. Fiir ein A € F gilt Pr(A) =>_ Pr(w).

2. Q = R" und sei F = B™ die Borelalgebra. Sei zusatzlich wg € R™ ein ausgewahltes
Element. A € F ist definiert als Pr(A) = 1, wenn wy € A, und 0 sonst.
Man muss beachten, dass die Menge, die nur aus wy besteht, zu F gehért. Das heilit,
dass das Ergebnis des Experiments ist mit Sicherheit = wy.

Satz 28. (2, F, Pr) der Warhscheinlichkeitsraum und Ay, A, ... € F.

Pr(U A;) <> Pr(4)

i=1 i=1

Naja v. Schmude 70



MAFI 3 23. Vorlesung, 16.1.2008 16. Februar 2008

Beweis 28. Schreibe | J;-, A; als unabhangige, disjunkte Ereigisse B; und zwar induktiv:

Bl — Al
BnJrl - AnJrl\ (U Bz)
i=1

Wir miissen noch zeigen, dass | J;-, A; = Ui, Bi gilt. Erstmal wissen wir dass | J;-, A; >
U2, B, gilt, ist ja klar. Sei jetzt w € |J;2, A;. Das heit, es existiert ein minimales i
mit w € A;. Daraus folgt, dass w € B;. Pr(J2, A;)) = Pr(Uz, Bi) = > 0y Pr(B;) <
oo, Pr(4;). O

Satz 29 (Stetigkeit). (2, F, Pr) ist wieder Wahrscheinlichkeitsraum.

1. A C A C ...

Pr([j A;) = lim Pr(A;)

) 1—00
i=1

2. Af DA D ...

1—00

Pr(ﬁ A;) = lim Pr(A;)

Beweis 29.

1. A = U2, A; Wir machen die Ereignisse disjunkt, in dem man sich B; = A;\A;_4
definiert. A = A1 UByU B3 U. .. ist dann eine disjunkte Vereinigung. Dafiir wissen wir
Pr(A) = Pr(A)+> 2, Pr(B;) = Pr(A)+lim; .o > -, Pr(B;) = lim; .., Pr(A)—
Pr(A\Ay) + ... Pr(A\A,—1) = lim,, . Pr(A,).

2. Setze B; = Q\A;. Wende nun 1. auf die B; an, das geht, weil diese nun vonein-
ander Obermengen sind. Dann ist Pr(J°, B;) = lim;_.. Pr(B;) = Pr(Q\A) =

0
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24. Vorlesung, 21.1.2008

Beispiele Jetzt mal das Standardbeispiel, mit welcher Wahrscheinlichkeit keine 2 von 25
Leute am selben Tag Geburtstag haben.
Das ist also ein Experiment mit 365 Fachern. 2 = {1,...365}". Als F = P(£2). Wir nehmen

auch eine Gleichverteilung an. Das Ereignis ist A = {w € Qw = (w1, ..., wy)w; # w; fiir
i # ).
Al N+x(N—=1)«(n—2)*...«(N—n+1)
Pr(A)=—=
r(4) =5 N
N7 1 n—1
=—*x1x(1—-——=...(1—
ARSI AR
— nPr(d) _ eln(ng;ll(k%)

—1 k
_ Shima-%)

n(n—1)
< e%* 2

= 0,44

Jetzt noch ein Beispiel im Euklidischen Raum. B™ Borelalgebra in R™. Jetzt ist die Frage, ob
man etwas wie eine Gleichverteilung betrachten kann. Die Antwort ist nein. Und zwar weil
falls Pr((a,b)) > 0, dann folgt gleich dass Pr(R") = cc.

Es ist aber durchaus moglich bei Grundmenge mit endlichem Volumen (Lebesgue-MaR: ™).
Wir wahlen @ € B"™ mit endlichem Volumen. B" induziert o-Algebra auf €:

F=B"NnQ={FNQ|F € B"}
Definition 48 (Gleichverteilung). A € F.

A (A)  Volumen A
Pr(A) = =
rid) AM(Q)  Volumen

Beispiele

e O =10,1 Cc Rdannist Pr((a,b]) =% =b—a

1

e Das bertrandsches Paradoxon.
Man hat hier also einen Kreis mit Radius von 1 (0.B.d.A.). Im Kreis schreibt man dann
das gleichseitige Dreieck rein, welches durch den Kreis ja eindeutig bestimmt ist. Man
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legt jetzt zufallig (gleichverteilt) eine Sehne. Jetzt ist die Aufgabe zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit die Sehne langer ist als die Seite des Dreiecks.

Die Sehne ist eindeutig bestimmt durch die Normalenrichtung und Abstand zum Mit-
telpunkt des Kreises. Man wahlt also eine beliebige Tangente am Kreis und dadurch ist
dann die Normalenrichtung bestimmt (weil rechter Winkel zum Mittelpunkt) und diese
Tangente kann man jetzt Richtung Mittelpunkt verschieben und irgendwann stehen
bleiben.

Der Winkel der Tangente ¢ liegt zwischen ¢ = [0,27) und r = [0, 1]. Dann ist der
Wahrscheinlichkeitsraum © = [0, 1] x [0,27) C R2. Dann ist A?(Q) =Fliche = 27.
A = giinstige Falle = [0, 3] x [0, 2). Dann ist das A\*(4) = Volumen von A = 7 und

somit die Wahrscheinlichkeit Pr(A) = ;\;Eég =1

e Das buffonsche Nadelexperiment.
Wir betrachten hier Parallelen in R? mit Abstand 2a voneinander. Wir werfen jetzt
eine Nadel der Lange 2/ in die Ebene und wollen jetzt berechnen, wie hoch die Wahr-
scheinlichkeit ist, dass die Nadel eine Gerade schneidet.
Ein Ergebnis ist bestimmt durch den Winkel ¢ zwischen Nadel und Gerade und dem
Abstand x zwischen Gerade und Mittelpunkt der Nadel. Demnach ist 2 = [0, a] x [0, 7).
Die giinstigen Fille sind G = {(z, ¢)|z < Isin ¢}. Die Flache von 2 ist demnach a 7
und die Fliche von G = [ I *sin ¢d¢ = I(cos 0 — cos ) = 21. Dann ist Pr(G) = 2
fiir | = £ ergibt sich also Pr(G) = L.
Mit dem Versuch kann iibrigens 7 experimentell bestimmt werden.

24.0.2. Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit von
Ereignissen

Definition 49. Sei (X2, F, Pr) der Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € JF. Dann ist
Pr(A|B) die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung A definiert als

Pr(An B)

Pr(AIB) = —p

Elementare Eigenschaften
1. 0<Pr(AlB)<1
2. ANB=0= Pr(A|B)=0
3. A=JA; = Pr(A|B) =>_ Pr(A;|B)
4. BC A= Pr(AB)=1.

Man kann beobachten, dass wenn Pr(—|B) ist WahrscheinlichkeitsmaR auf (€2, F).
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Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit Q) = B, U B, U ... U B, sind paarweise
disjunkt.

Pr(A) = Z Pr(A|B;) = Pr(B;)

Das wird jetzt noch kurz bewiesen. Man kann zuerst beobachten, dass die A N B; disjunkt
sind. Deshalb kann man schreiben

Pr(A) = z": Pr(AnB;)

Formel von Bayes A;,..., A, sei Zerlegung von (.

_ Pr(A)  Pr(B|A)
Pr(A;|B) = S, Pr(A) Pr(B|Ay)

Auch wieder ein Beweis:

Pr(A; N B) Pr(A;)  Pr(B|A;) * Pr(A;)

PridilB) = =5 By Priay) — Pr(B)

Jetzt noch irgendwas mit der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit und dann fertig.

Unabhangigkeit Seien A, A, € F. Zwei Ereignisse sind unabhangig, wenn das Eintreten
von Aj nicht abhdngt von A, und andersherum. Also

Pr(A;|As) = Pr(A;)
Pr(As|Ay) = Pr(As)

oder auch anders gesagt
PT'(Al N AQ) = PT'(Al) * PT(AQ)

Den Begriff kann man verallgemeiner: Eine Familie heifst so vollstandig oder total unabhiangig,
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25. Vorlesung, 23.1.2008

Was noch zur Unabhingigkeit zu beachten ist:

e Unabhingigkeit ist eine Eigenschaft von > 2 Ereignissen

e Disjunkte Ereignisse sind niemals unabhiangig

25.0.3. Zufallsvariable

Sei (2, P(Q2), Pr) der Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 50. Eine Zufallsvariable ist eine Funktion
X:Q—-R

Die Zufallsvariable induziert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Im(X) C R. Ein Er-
eignis ist dann (X =2) = {w € QX (w) = x}.

Definition 51. Das Wahrscheinlichkeitsmall Prx ist dann
reIm(X) Prx(z)=Pr(X =z)=Pr({w[X(w)=1}) =) Pr(w)

Wir betrachten dann (Im(X),PIm(X)), Prx) als Wahrscheinlichkeitsraum.
Das Ziel ist, dass Verhalten der Funktion X : Q@ — R durch Zahlen zu beschreiben. Die
wichtigsten sind hierbei der Erwartungswert E(X) und die Varianz V(X).
Der Erwartungswert ist der durchschnittliche Wert von X und wird berechnet durch

:ZPT(W) Z x % Pry(x Z x* Pr(z=X)

we zelm(X) zelm(X)

Bei einer unendlichen Menge gilt das nur, falls die Summe absolut konvergent ist.
Wenn das Bild der Zufallsvariable in den natiirlichen Zahlen liegt, dann spricht man auch
von einer Zahlvariable.

(siehe Mafi 1)
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Linearitdt des Erwartungswertes Wenn Vw : X(w) = Xj(w) + Xj(w) + ... + X, (w)
bzw. kurz geschrieben X = X; + X; + ...+ X,, dann gilt

E(X) = Z E(X)) E(cxX)=cxEX)

Spezielle Verteilungen durch dir Zufallsvariable

Bernoulli-Verteilung € ist 2 elementig, ndmlich 2 = {0,1}. Dann geht X : Q@ — R mit
0 — 0 als Misserfolg und 1 — 1 als Erfolg. Und Prx(0) =1—-p  Prx(1) = p.
Zusatzlich gilt natiirlich 0 < p < 1. Der Erwartungswert ist hier dann E(X) = 0% (1 —

p)+1lxp=p.

Binomialverteilung X z3hlt die Erfolge bei n hintereinander ausgefiihrten Bernoulli-Experimenten.
Dann ist Im(X) = {0, 1,...n}. Die Wahrscheinlichkeit fiir genau & mal Erfolg ist

Prx(k) = (Z)p’“ x(1—p)" "

Das ganze kann man iiber den Binomischen Satz herleiten ...

X;: Q — Rund X;((wy,...,w,)) = 0 falls w; = 0 bzw. = 1 falls w; = 1. X ist
demnach wegen der Linearitdit X = X; + ... + X,,. Der Erwartungswert ergibt sich
also

E(X) =Y B(X) =n+p

Geometrische Verteilung Ein Bernoulli-Experiment wird durchgefiihrt bis ein Erfolg ein-
tritt. Dabei sagt die Zufallsvariable aus, wie oft man das Experiment durchfiihren muss,
bis Erfolg eintritt, also Im(X) = {1,2,...}. Die Wahrscheinlichkeit fiir genau k Ver-
suche Pr(X = k) ergibt sich so, dass man zuerst k — 1 mal Misserfolg hat, und dann
ein mal einen Erfolg, also

Pr(X =k) = (1—p) s p
Der Erwartungswert ist folglich
E _ 1
B(X) = k(1 =)=

k=1

Poisson-Verteilung mit A\ > 0. Das Bild der Zufallsvariable ist wieder Im(X) = {1,2,...}

1
Prx(k) = EA%—A E(X)=\

Das ist wichtig fiir Binomialverteilung bei der n sehr grols ist, p sehr klein und k sehr
viel kleiner als n ist.
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Allgemeiner Begriff einer Zufallsvariable

(Q, F, Pr) sei jetzt der Wahrscheinlichkeitsraum. Man beachte, dass F nur noch eine Aus-

wahl an Ereignissen ist.
X : Q — R heiBt Zufallsvariable, falls

VeeR: {weQX(w) <z} eF

Man beachte, dass wir hier nicht mehr die Gleichheit fordern, sonder auf ein Intervall tiber-

gehen.
Dann heilt Fx(z) = Pr({w € Q|X(w) < z}) = Pr(X < z) die Verteilungsfunktion von
X.

Eigenschaften
e Schwach monoton steigend, d.h. aus x < y folgt Fx(x) < Fx(y)
o lim, . o Fx(z)=0und lim,  Fx(z) =1

o Stetigkeit von rechts: lim, o+ Fix(z + €) = Fx(x)
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26. Vorlesung, 28.1.2008

Definition 52. Eine Zufallsvariable X : Q) — R heilt stetig, falls 3f : R — R=% mit
Peta) = [ f(o

f nennt man auch die Dichte von X .

Achtung Es gibt Zufallsvariablen, die weder diskret noch stetig sind.
Beispiele

1. Wir haben eine diskrete Zufallsvariable mit /m(X) =N. Pr(X = k)

Fx(x):{o z <0

potpi+...+pr =0

pr. Dann ist

2. X sei gleichverteilt auf dem Intervall [a,0] CR mit a <b € R.

0 r<a
Fx(z) = Pr({w|X(w) <a}) =572 a<z<b
1 x>

Wie sieht das jetzt mit der Dichte aus? Die Dichte ergibt sich als Ableitung von Fx(x),
das ist

0 r<a
f(x) ~ a<az<b
0 r>b

Die Dichte kann Werte groBer als eins annehmen, z.B. bei @ = 0,5 und b = 1. Dann
ist die Dichte 2.
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Erwartungswert im diskreten bzw. stetigen Fall

Wir haben wieder X : Q) — R.
E(X)= > axPr(X <z

zeIm(X)

falls diese Summe absolut konvergiert.

Im stetigen Fall haben wir X : Q@ — R sei eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunkti-

on f.
E(X):/_ Oox*f(a:)da:

o0

falls dieses uneigentliche Integral existiert.

Eigenschaften XY sind stetige Zufallsvariablen iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, Pr).
Auch hier gilt dann wieder die Linearitdt des Erwartungswertes: E(X +Y) = E(X)+ E(Y)
und E(cx X) =cx E(X) mit c € R.

Satz 30. X,Y seien unabhingige, diskrete Zufallsvariablen, d.h. Ya,b € R : Pr((X <
a)N (Y <b))=Pr(X <a)*Pr(Y <b). Dann ist

BE(X «Y) = E(X) « E(Y)
Der Satz bleibt ohne Beweis hier.

Satz 31. X stetige Zufallsvariable mit Dichte f und g stetig. Dann ist g x X eine stetige
Zufallsvariable.

o0

E(g#X) = / 9(2)f (x)da

—00

Beispiel Q = [0,1]%, das ist das Einheitsquadrat. Wir wahlen zufillig einen Punkt im
Einheitsquadrat beziiglich Gleichverteilung. Jetzt bewerten wir dieses Experiment mit zwei
Zufallsvariablen. Dabei ist X die Variable, die den Abstand von z zum Rand des Quadrates
angibt. Und Y ist die Zufallsvariable, die die Fliche des groften Kreises mit Mittelpunkt z
angibt.

Wir interessieren uns jetzt fiir die Erwartungswerte E(X), E(Y).

Dazu bestimmen wir die Verteilungsfunktion, um daraus die Dichtefunktion zu bekommen.

Fx(z) = Pr({z € [0,1P|X(2) < o})

= Flache von {z € [0, 1]2\)((2) <z}
0 z <0
Fx(z) =<4z —4a® 0<z <1
1 x Z%
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Die Dichte ist wie gesagt die Ableitung der Verteilungsfunktion. Also

0 x <0
flz)=%4-8r 0<z<]
0 :1:2%

Der Erwartungswert ist also

2 3 6

Ol

E(X):/Oox*f(x)dx:/05(4x—8x2)dx:2x2—§x3|

Der Erwartungswert von Y kann aufgefasst werden als Y : w —% R —Y R mit y(z) = 7z?.

1
> 2 4 1 1 1
E(Y)= / 2’ f(z)dw = 7T/ 4a° — 8xdxr = W(gx?’ —22Y)|g = 7T(6 — g) =54
—00 0
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27. Vorlesung, 30.1.2008

Bedingter Erwartungswert

E(X|B)= Y  a#Pr(X=ux|B)

Satz 32. Wenn { By, Bs ...} eine abzidhlbare Menge von Ereignissen mit Pr(B;) > 0 Par-
tition von €, so gilt

E(X) = ZE(X\Bz)P'f’(Bi)

Beweis 32. >, > /.. x) = PrfX Ifg(mf?))m( ) Die B; sind disjunkt, daher gilt = ", Pr({X =

1} AU B) = Y, 2Pr({X = 2}) = B(X) O

Beispiel Wir werfen eine faire Miinze so lange, bis sie das Bild wechselt. Sei X die Zufalls-

variable und X (w) die Lange des initialen Rangs.
H sei das Ereignis, dass nach dem ersten Wurf Kopf liegt. Dementsprechend ist H¢ das

Komplement, dass also Zahl liegt.

PT(X:ka)_pRQ_ k—1

Pr(X =k|lH) = — =
Pr(X=kNnHY q¢*p
Pr(X = HC — _ 17 _ k-1
B(X)= (X|H) « Pr(H) + E(X|H)  Pr(H)
q 1
XH k*p = —
| Z T (1-p? g
p 1
XHC k*q p— —
| Z -q)? p
1 1 + 2pg — 2
E(X):—*p+—q:pq Pq Pq
q p pg
1
= — =2
pq
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In unserem Beispiel ist ja p = ¢ = 5 und demnach dann E(X) = 2.

Alternativ kann man sich zwei Zufallsvariablen X und X1 definieren, die die Anzahl von
Zahlen bzw. der Képfe am Anfang zihlen. Dann ist X = Xy + X7, da eins immer null ist.

Dann gilt nach der Linearitdt F(X) = E(Xg) + E(Xr). Dann ist

1
EXy)=--1
q
E(X)—1 1
g p
1 1 1
EX)=—+--2=—-=2
q p Pq
Momente

Definition 53. Sei X eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert E(X). Dann heillt

E(X*) mit k € Nt das k-te Moment der Zufallsvariable.
E((X — E(X))k) heiBt k-tes zentrales Moment der Zufallsvariable.

Die Varianz von X ist Var(X) = E((X — E(X))?). Das ist die erwartete GroBe des qua-

drierten Abstandes zwischen X und E(X).

Man nimmt iibrigens nicht E(X — E(X)) das das immer null ist und auch nicht den Betrag
davon, da Betrdge doof sind. Deshalb quadriert man halt, damit immer schon was positives

hat.
Var(X) = E(X — E(X))?) = BE(X? - 2XE(X) + (E(X))?)
= BE(X?) —2B(X)E(X) + (E(X))*)
= B(X?) — (B(X))?
Beispiele

1. Gleichverteilung iiber Intervall [a, b] € R. Die Verteilungsfunktion ist dann

0 r<a
Fx(x)=Pr(X <zx)= o a<z<b
1 z>b

Die Dichte f(z) ist dann ja die Ableitung der Verteilungsfunktion demnach

f(x):{o r<aVz>b

bL a<x<b
—a
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Jetzt wollen wir noch den Erwartungswert.

2(b—a) 2
Die Varianz ist dann

Var(X) = B(X?) — (E(X))?

1 3|b_b3—a3 _62+ab+a2
“ 3(b—a) 3

b
1
E(X?) = 2 dr =
(X%) /axb—ax 3(b—a)x

V> +ab+a*  b*+ 2ab+ b
Var(X) = +ab+a” 6"+ 2ab +

3 4
V¥ —=2ab+a® (b—a)
a 12 a 12

2. Exponentialverteilung. Sei A > 0 ein Parameter. Wir haben als Verteilungsfunktion
0 z <0
Fx(z) = -
x(@) {l—e’\x x>0
Und jetzt wieder die Dichte als Ableitung
0 x <0
€T) =
/(@) {)\e’\x x>0

Dann ist der Erwartungswert

E(X) = /Oo xf(z)dr = /OOO xhe Mdr = %

Die Varianz ist dann

2 1 1
Var(X)

LA CARDY
7 X sei exponentiell verteilt mit A > 0.

E(Xk):/ xk*f(x)dx:/ F e M dx
0 0

= / 2P e Mdr
0

0o
_ (_xke—)\x) c0>o+/ kxk—le—)\x
— 0

—0
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28. Vorlesung, 4.2.2008

28.0.4. Ungleichungen von Markov und Tschebychev
Markov-Ungleichung
X : Q — R=2° Zufallsvariable. Sei E(X) der Erwartungswert und ¢ > (0. Dann ist

Pr(th)gy

Beispiele Durchschnittsgrofe 1,50m. Was ist jetzt die Wahrscheinlichkeit, dass Person
> 2m ist < 0,75. Also hier E(X) = 1,50 und ¢t = 2. Mit einem kleinen Trick kann man
sagen, angenommen dass keiner kleiner als einen Meter ist. Dannist Y = X — 1. Y ist dann
auch eine positive Zufallsvariable. E(Y) = 0,5. Dann ist Pr(X > 2) = Pr(Y > 1). Das
schatzen wir mit Markov jetzt ab.

zeIm(X)
= Z zPr(X =x)+ Z zPr(X =x)
zeIm(X),x<t zeIm(X),t>x

>0+ Z x* Pr(X =x)

seIm(X),t>x

ZtZPT(X:x)

=tx Pr(X >1)
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Fiir eine stetige Zufallsvariable
E(X) :/ x* fx(x)dx
0
t 00
:/ :E*fX(l‘)dl‘+/ x* fx(x)dx
0 t

ZO+/ x* fx(x)dx
t
>tx Pr(X >1t)

Tschebytschev Ungleichung

Sei Y eine Zufallsvariable und sei E(Y") < oo. Dann gilt
1
Pr(lY] > t) < SE(Y?)

Das ist eine sehr einfache Form. man kann auch speziell sagen Y = X * F(X) und dann ist

Pr(IX — B(X)| > 1) < V“;(X)
Beweis 34. A = {w € Q||Y(w)| > t} Dann ist E(Y?) = E(Y?|A)  Pr(A) + E(Y?|A) «
Pr(A®) > E(Y?|A) « Pr(A) > t2Pr(A) O

Achtung  Tschebytschev schitz den Betrag ab, also die Abweichung nach oben und nach
unten.

Beispiel Es wird eine faire Miinze n mal geworfen. Die Zufallsvariable X z&hlt die Anzahl
der Kopfe. Dann ist £(X) = Z. Die Varianz ist hier dann Var(X) = n(p — p*) = 4.

CQ

2 n
<=
)_n2*4

n n
Pr(| X ——=| > —
T(| 2‘_0 4n

Fiir n — oo geht das ganze gegen 0.

28.0.5. Normalverteilung

Sei X die Zufallsvariable mit Dichtefunktion

1 22
p(x) = E‘f*?

nennt man auch die Normale Dichte. Die Verteilungsfunktion ist

1 t £2
O(z) = E/ e~ 2dt Standardnormalverteilung
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Fir dieses Integral gibt es leider keine geschlossene analytische Form. Die Varianz von dem
Teil ist 1 und der Erwartungswert 0.

Man schreibt fiir die Varianz iibrigens auch o2, o ist dann die Standardabweichung. Fiir den
Erwartungswert benutzt man auch die Bezeichnung p. Man kann fiir alle Standardabwei-
chungen und Erwartungswerte eine Normalverteilung finden, das ist die allgemeine Normal-
verteilung.

allgemeine Normalverteilung

N (i, 0?)-Verteilung mit Erwartungswert i und Varianz o2. Die Dichte ist dann

1 (@=p)*
Tr) = —*xe 202
(b( ) V2t x o

Fakt Wenn eine Zufallsvariable X N(y, 0%)-verteilt ist, so ist Y — 22 N(0, 1)-verteilt.
Pripn—oc< X <pu+o)=~69%
Pr(p—20 <X < p+20)=955%
Pr(p—30c <X < pu+4o)~99,7%
Approximation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung
Wir setzen voraus, dass nxp > 5 und n x (1 — p) > 5.

n\ ek k+%—n*p k:—%—n*p
— A~ —— | | ———
(k)p 1 -2) \ ( np(l—p)> ( np(1 —p) )

-~

Flache tiber Intervall [kfé,kJr%]

Beispiel Flugzeugiiberbuchung. Angenommen, wir habne 200 Sitze im Flugzeug. Die Er-
fahrung sagt, dass 5% der Passagiere nicht erscheinen. Wenn die Gesellschaft bei Uberbu-
chung 1 von 50 Féllen in Verlegenheit kommt, ist das okay. Wir wollen jetzt wissen, wie viele
Reservierungen man annehmen darf?

Sei n die Anzahl der Reservierungen und X gibt die Anzahl der erscheinenden Personen an.
Wir machen Binomialverteilung, dann ist p = 0,95. u = E(X) = nxp = 0,95 % n. Die
Varianz ist 02 = Var(X) = n* p(1 — p) = 0,0475n. Dann ist die Standardabweichung
o =0,2179y/n. Jetzt kann man in so nen Tabellen nachgucken, und erhilt n = 217.
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29. Vorlesung, 6.2.2008

Wir wiirfeln 6000 mal und unsere Zufallsvariable X zahlt die Anzahl der 6en. Dann ist
E(X) =n*p = 6000%¢ = 1000 und die Varianz ist Var(X) = n*p(1—p) = 6000%g*2 =
833, 3. Somit ist die Standardabweichung o = /Var(X) = 28,87

Uns interessiert jetzt die Wahrscheinlichkeit Pr(X > 1100). Exakt ware das

6000 k 6000—F

6000\ (1 5

Pr(X >1100) = ) ( . )(6) *<6)
k=1100

Aber das ist ja nen bissel schwierig zu berechnen. Wir schatzen erstmal nach Markov und
Tschebytschev ab:

E(X) 1000
Pr(X > 1100) < 20— 228
r(X 2 1100) < 27060 = 7759 = 09
833.3 _
Pr(|X = 1000] > 100) < === = 0,083

Da man bei Tschebytschev nach oben und unten abschatzt, kann man das Ergebnis halbieren.
Jetzt machen wir noch eine Approximation durch die Normalverteilung. Wir suchen jetzt die
Flache, die die Dichtefunktion mit der x-Achse bildet von z = 1100 bis zum Ende.
Wir schreiben das Problem jetzt auf die Standardnormalverteilung um, damit man schon in
die Tabellen gucken kann. Wir schreiben 1100 = 1000 +3, 46 * 28, 87

~ ——

2 o

Fakt Wenn eine Zufallsvariable X N(p,0?) verteilt ist, dann ist Y = X;“ N(0,1), also
standardverteilt. Demnach gilt X « u =Y x 0.

Wenn man wissen will, was bei der Standardverteilung rechts von einem Wert r liegt, dann
entpsricht das bei einer N(j, 0?)-Verteilung der Frage, was rechts von 1 + 7 * o liegt.

Fiir unser Beispiel ergibt sich dann 1 — ®(3,46) ~ 0,00028.

Wahrscheinlichkeit fiir bestimmte Ereignisse bei Bionimalverteilung X

X % u < r=*o, dann muss man ®(r) nach gucken. Fiir X + 1 > r * ¢ muss man dann
1 — ®(r) rechnen. Wenn wir die Wahrscheinlichkeit zwischen —r und r wissen wollen, also
| X — p| < 7o, dann ist das 2 (r) — 1. Jetzt kdnnen wir noch nach dem Komplement dazu
fragen, also | X — p| > ro und das berechnet sich iiber 2 — 2®(r).
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Anwendungen in der Statistik

Wir haben hier nur Stichproben zu Verfligung und schatzen davon ausgehend Parameter
ab. Diese sind natiirlich fehlerbehaftet. Wir Suchen nun ein Intervall innerhalb dessen das
Ergebnis mit gewisser Wahrscheinlichkeit liegt. Das ist das sogenannte Konfidenzintervall.

Beispiel Wir machen ne Wahlumfrage. Wir haben eine Stichprobe von 1000 Befragten, von
denen 400 die Partei Z wahlen wollen. Wir nahmen an, dass es sich um eine Binomialverteilung
handelt, dann ist p = 0, 4. Das erwartete Ergebnis ist, dass 40% Z wahlen. p = 400 E(X),
wobei X die Zufallsvariable, die zihlt, wie oft Z gewihlt wird. Die Varianz ist dann o2 =
n*p*(1—p) = 240 und die Standardabweichung dann o = 15, 49. Wir approximieren wieder
durch die Normalverteilung.

Wir wollen jetzt ein Intervall [ — ro, u + ro], so dass das Integral der Dichtefunktion iiber
dem Intervall gleich 0,95% ist.

Aus der Tabelle fiir N(0,1) bekommt man ®(r = 1,96) = 0,975 (Und zwar, weil 0,975 —

0,025 = 0,95) und man bekommt dann fiir den Wert von ® 1,96 heraus. Wegen der

2
Symmetrie ist f_l’lggﬁ \/LQ—WeJ?dt = 0,95. Mit einem Konfidenzniveau von 95% erhilt Partei

T zwiscen [369,6 ; 430,4] Stimmen.

29.0.6. Grenzwertsatze

Angenommen, es wird ein fairer Wiirfel 10° mal geworfen. Im Durchschnitt wurden 3, 500867
Augen geworfen. Das ist ja auch okay, weil man fiir einen Wurf 3,5 erwartet. Es sollte nun
moglich sein zu beweisen, dass

1 )

— (X, Xo+...+X,) = pumitn— oo

n

Die erste Schwierigkeit tritt auf, weil wir erstmal betrachten miissen, was Konvergenz iiber-
haupt heift.

Definition 54. Eine Sequenz 7, Zs, ... von Zufallsvariablen konvergiert beziiglich der Va-
rianz gegen Zufallsvariable Z falls

E((Z, — Z)*) — 0 fiirn — oo
Fir E(Y?) =0, dann ist Y = 0 mit Wahrscheinlichkeit 1.

Satz 33. Sei X1, Xy, ... Folge von unabhangigen Zufallsvariablen, alle mit Erwartungswert
w und Varianz . Dann konvergiert

1
E(Xl + Xo + ...+ X,,) — u Konvergenz beziiglich Varianz

Beweis 35. S, = X + ...+ X,, n-te Partialsumme. E(1S,) = 2E(S,) = 2x7 = p.
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30. Vorlesung, 11.2.2008

Definition 55. Die Folge Zy, Z,, ... konvergiert gegen Zufallsvariable Z mit einer Wahr-
scheinlichkeit, falls

Ve >0: Pr(|Z, — Z| >¢€) — 0 firn — oo
genauer

Vo > O0Ve > 0 : |Z,, — Z| < e mit Wahrscheinlichkeit > 1 —§ flirn > n.s

Beobachtung Falls Z,, — Z beziiglich Varianz geht, dann folgt Z,, — Z auch beziiglich
der Wahrscheinlichkeit. Der Beweis geht hier {iber die Tschebytschev-Ungleichung.

Pr(Z,~ 7] > ) < 5 E((Z, - 7))

30.0.7. Schwaches Gesetz der groRen Zahlen

X1, X, ... Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert 1 und alle
haben Varianz 2. Dann gilt fiir die Partialsumme

1
— (X1 + ...+ X,) — p mit Wahrscheinlichkeit
n
Beispiel Die Konvergenz beziiglich der Wahrscheinlichkeit impliziert nicht unbedingt eine
Konvergenz beziiglich der Varianz. Z = 0 und Z,, habe eine Verteilung
1 1

Pr(Z,=0)=1—=  Pr(Z,=n)=—
WZa=0)=1-=  Pr(Z,=n)=-

Die Konvergenz beziiglich Wahrscheinlichkeit:

1
Ve > O0Vn > n.: Pr(|Z,] > €)= Pr(Z,=n)=— — 0 fir n — oo
n

Jetzt die Konvergenz beziiglich Varianz:

=n — oo flirn — oo

E((Z, -0 =FE(Z>)=0*%(1--)+n

1,1
n n
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Zentraler Grenzwertsatz

X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen, die alle Erwartungswert . haben und Varianz 0% >
0.

Bisher hatten wir S,, = X; + ...+ X,, — n % u mit Wahrscheinlichkeit. jetzt wollen wir
S, = p*n. Die Standartisierte Form von .S, ist

S — E(Sh)

Zn
/' Var(S,)

Das Teil hat dann Erwartungswert 0 und die Varianz 1. Und zwar, weil £(Z,,) = _ B
& ( ) v/ Var(Sn)
BE(Sn)
Var(Sn) '

|
Pr(Z, <xz)— e
(Zo<a)— [ —=

Ein Spezialfall davon ist, dass alle X; binomialverteilt sind.

1 )
3 gt mit n — oo

Merke Die Normalverteilung ist eine sinnvolle Approximation fiir Falle, in denen sich die
Zufallsvariable aus vielen gleichartigen Einzelféllen zusammensetzt.

30.0.8. RSA

Chinesischer Restsatz

Da ist eine unbekannte Anzahl = von Dingen: Geteilt durch 3 ist der Rest 2. Geteilt durch 5
ist Rest 3 und geteilt durch 7 bleibt Rest 2. Wie grol ist jetzt x7 Die Lésung ist hierfiir 23.

Satz 34. Seien my,...m, sind paarweise koprime positive ganze Zahlen. Koprim bedeutet,
dass gg1'(z;,x;) = 1. Dann hat das System

x=a;( mod my)

T =as( mod my)

r =a,( modm,)

Genau eine Lésung 0 < @ < mq * moy * ... * m,. Alle anderen Lésungen sind kongruent zu
x mod m.

Beweis 36. M, = mﬁk = My *k ...k Mp_1 * Mgy * .... Der gréBte gemeinsame Teiler ist
dann ggT (my, My) = 1. D.h. Jyy : yp * My, = 1( mod my).

Sei v = ay My, + aoMsys + . .. + a, Myy,,. Wir zeigen, dass x die Loésung ist.

Wir behaupten, dass M; = 0( mod my) fir j = k. Also © = a;,My,( mod my) aber
daraus folgt gleich x = ay( mod my).

Jetzt zeigen wir noch, dass das x eindeutig ist. Sei 0 < x’ < m auch Lésung. Dann ist
x—x' = 0( mod my) und so weiter bis t—x’ = 0( mod m,,). Daraus folgt, dass t—x' = 0(
mod m) und daraus folgt v — 2’ = 0 und somit v = 2.
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Der kleine Fermat

p ist Primzahl, a € Z. Dann ist a® = a( mod p), d.h. a” — a ist Vielfaches von p.

Beweis 37. Ist p Teiler von a, dann ist a? = 0( mod p). Wenn p nicht Teiler von a ist,
dann soll gelten a?~! = 1( mod p). Wir kénnen uns auch auf positive Zahlen beschranken.
Das kann man jetzt per Vollstindiger Induktion nach a zeigen.

Induktionsanfang a = 0. Ist einfach. p|0? — 0 gilt natiirlich.

Induktionsschritt Wir zeigena — a+1. (a+1)P — (a+1) =a? + ({)a? '« 1+ ... +
(,f)a*x1P+17 —(a+1) =a’ +1—a~1=a"—a Um zu verstehen, dass die
Formel gilt, gucken wir uns mal den Binomialkoetfizient an.

<p> _prp-1Dx.x(p—k+1)

k 1%2x%...%xk
Und das ist ein Vielfaches von p. Daher fallen fast alle Summanden raus.

Man kann das aber auch noch eleganter zeigen:
Sei Zx = {1,2,...,p — 1} sind die Restklassen mod p. Sei f : Z} — Z* mit x — a xx
mod p. Wir behaupten, dass das eine injektive Abbildung ist.

ar =ay mod p

a(r —y)=0 mod p

Also p|z — y. Daraus folgt, dass = = y.
Damit ist das Ding auch bijektiv, da Definitionsbereich und Wertebereich gleich sind.
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31. Vorlesung, 13.2.2008

Das RSA-Kryptosystem

Alice méchte an Bob eine Nachricht verschicken.
Die Nachricht wird dabei als positive Zahl interpretiert, die in gleichgroRe Blécke unterteilt
wird. Das Verfahren sieht dann wie folgt aus.

1. Der Empfanger Bob erzeugt zwei groe Primzahlen p, q. Er berechnet n = p x ¢ und
eine Zahl e mit ggT'(e, (p — 1)(¢ — 1)) = 1. Das Paar (n,e) bildet den so genannten
“public key" und wird an Alice weitergegeben.

AuRerdem berechnet Bob eine Zahl d mit exd =1 mod (p—1)(¢—1). p, ¢, d bleiben
geheim.

2. Alice zerlegt die Folge in Blocke der Lange k = |log, n|. Jeder Block entspricht dabei
einer Zahl m > 0 und < n. Alice verschliisselt einen Block per

E(m)=m° modn
und sendes diese Zahl an Bob.
3. Bob dechiffriert einen Block M als
D(M)=M* modn

Das ergibt eine Zahl, die auf die Blocklange mit fiilhrenden Nullen aufgefiillt wird.
Dieser Block ist dann die gesendete Nachricht.

Beispiel Wir rechnen hier mal dezimal.

p = 43 und ¢ = 59 sind Primzahlen. Demnach ist n = pq = 2537. Wir wahlen e = 13. Die
Blockldnge wahlen wir als 4 (da der groRtmogliche Block 2525, also ZZ ist, und somit unser
n noch groBer ist). Die Nachricht ist ST O P, die wir iibermitteln wollen. Dabei interpretieren
wir A = 00, B = 01 usw. Also sind die Blocke 1819 und 1415.

E(1819) = 1819" mod 2537 = 2081
E(1415) = 1415  mod 2537 = 2182
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Jetzt wollen wir auch was entschliisseln. Die empfangene Nachricht sei 0149 und 0481. Dazu
brauchen wir d. Wir machen eine Nebenrechnung:

99T (2437,13) 5 = 2436 — 167 x 13

99T (13,5) 3=13—2%5

99T (3,2) 2=5—1%3

g9T(2,1) 1=3—-1x2

1=3—-(5—1%3)=2%3-5

2% (13—2%5)—5=2%13—-5x%5

2413 — 5 (2436 — 187 + 13) = —5 * 2436 + 937 * 13
Damit ist d = 937. Jetzt kann man schon entschliisseln

D(0149) = 0194”"  mod 2537 = 0714
D(0481) = 0481”7  mod 2537 = 1115

Die Nachricht war also HELP.

Korrektheit

Wir miissen zeigen, dass D(E(m)) = m. Es ist ausreichend zu zeigen, dass
D(E(m))=m

Der chinesische Restesatz hilft uns jetzt. Falls wir zeigen, dass D(E(m)) = m( mod p) und

D(E(m)) =m( mod q), dann folgt D(E(m)) =m mod n.

Fall 1 Sei m = 0( mod p). D.h. p|m und demnach also auch p|m®. Und wegen n = pq
folgt, dass pjm® mod n. Also haben wir E(m) = 0( mod p). Analog gilt D(E(m)) =
0 mod p.

Fall 2 Sei n # 0 mod p. Dann sagt der kleine Fermat, dass n?~! = 1 mod p. Nach
Voraussetzung ist dxe = 1( mod (p—1)(¢—1)). D.h. Ik : dxe = 1+ k(p—1)(g—1).
Jetzt kdnnen wir einfach rechnen. D(E(m)) = (m®)¢ mod n = m®? mod n. Und
das ist D(E(m)) = m?% mod p usw. auf jedenfall kommt man auf m mod p

O

Effizient mod rechnen

Wir wollen d = a¢®* mod n rechnen.

e ganz grausam: Tatsichlich a® rechnen.

e besser: Verschachteln und immer ((¢ mod n)(a mod n) mod n)x*...rechnen. Dabei
hat man dann b arithmetische Operationen.

e super: Wir stellen unser b als Binarzahl dar, und dann macht man irgendwas, hab nicht
so recht aufgepasst. Zumindest braucht man hier nur noch O(logn) arithmetische
Operationen
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