Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 1 17. April 2007

1 Aufbau des Zahlensystems

Natiirliche Zahlen N -> Ganze Zahlen Z -> Rationale Zahlen Q -> Reelle Zahlen R
-> Komplexe Zahlen C

1.1 Natiurliche Zahlen

Peamosche Axiome:
1. 0 ist natriirliche Zahl
2. Jede natiirliche Zahl n hat einen Nachfolger S(n)
3. Aus S(n) = S(m) folgt n =m
4. 0 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl

5. Jede Menge X, die die 0 und mit jeder natiirlichen Zahl den Nachfolger enthilt,
umfasst ganz N (dies ermdglicht vollstandige Induktion!)

Addition / Multiplikation rekursiv

n+0=n
n+ S(m)=S(n+m)
nx0=20

n*S(m)=nxm+n

Diese Operationen sind assoziativ und kommutativ. Das neutrale Element ist 0 (fiir
Addition) und 1 (fiir Multiplikation).

1.2 Ganze Zahlen

Gleichung der Form n + = = m bisher n < m. (gilt innerhalb von N
— Einfiihrung eines formalen Additionskehrwertes (-n)
Z:=NU{(—n)|n > 0,n € N}

Addition:

n+ (—m) = n — m fiir n kleiner gleich m

—(m —mn) firn>m

(Z,+) ist Gruppe!
(G, %) mit * : G x G — G heilt Gruppe

_1-
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1. Yg1,92,93 € G : (g1 % g2) * g3 = g1 * (g2 * g3)
2. e€e GVg € G : ex g = gxe =g (neutrales Element)

3. Vge G3g € G : g+ g =g+ g = e (inverses Element)

Definition: Gruppe (G, ) ist kommutativ, falls Vg1,92 € G : g1 % g2 = g2 * 1

Elementaare Gruppeneigenschaften
1. Neutrales Element ist eindeutig
2. Das inverse Elemten g zu g ist eindeutig
3. Kiirzungsregeln:
GL*g=g2%g=g1=0go
g*g1=9*ga= g1 =92
4. Gleichungen der Form ¢; * x = g haben eindeutige Losung x = g1 * ¢o

Halbgruppe: (F, ) mit %« : G x G — G und % assoziativ heilft Halbgruppe.
Monoid: Halbgruppe und zusatzlich neutrales Element beziiglich x.

Ring:

Definition: (R, +,*) mit +,x : ReR — R

R1 (R,+) ist kommutative Gruppe

R2 (R*) ist Halbgruppe R3 Va,b,c € R : a*x(b+¢) = (a*0b) + (a*c) und
(b+c)xa= (xbxa)+ (cxa)

1.3 Erweiterung der Ganzen Zahlen zu rationalen Zahlen

1. Definiere “Bruch” als Element aus Z x N

2. Definiere “Gleichheit” zweier Briiche (a,b) ~ (a’,V’) genau dann wenn ab’ = ba'.
ist Aquivalenzrelation, d.h. reflexiv, symmetrisch und transitiv.
Q=ZxN/~
(a,b)~ * (¢,d)~ = (a* c,b* d). Multiplikation iiber Z
(a,b)~ * (c,d) = (a* d+ cxb,b*d). Addition iiber Z
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1 Wiederholung

Die Erweiterung der natiirlichen Zahlen auf die ganzen und dann rationalen Zahlen ist
ein Beispiel fiir die Faktorisierung:

A Menge und R C A x A Aquivalenzrelation.

R induziert eine Partition von A.

e bilden neue Menge A/R deren Elemente sind die Aquivalenzklassen
e definiere Operationen mit festgelegten Operatioren auf A
e “Wohldefiniertheit”

Q mit Multiplikation und Addition bilden einen Korper.

Definition 1 (K, +, *). heift Kérper, falls

(K1) (K, +) kommutative Gruppe und 0 sei neutrales Element

(K2) (K\{0}, *) ist kommutative Gruppe

(K3) Distributivitit, VYa,b,c € K :ax (b+c¢) = (a*b) + (a*c)

Hinweis: Gleichung der Form a x = 4+ b = c ist in K immer |6sbar fiir a = 0!

2 Von Q nach R

Motivation: Exponentation

in Q:
a’ =1
a"tt=a"xa
a/_n:i

Gesetze: a"t™ =a"*xa™, (a*b)" = a" xb" und (a™)™ = a™™
Was ist mit a2?
1 1 1
Das sollte gehen: az a2z =a' =a = a2 = /2
Satz 1 (Euklid). /2 ist nicht rational.

Beweis 1 (Widerspruch). Angenommen \/2 ist rational, dann miisste /2 = § &

2% q*> = p°. p und q werden in ihre Primfaktoren zerlegt. Hierbei tritt der Widerspruch
auf, da durch das Quadrieren auf beidenn Seite eine gerade Anzahl von 2en steht. Links
ist jedoch noch eine mehr, es kann also sich nicht um eine Gleichheit handeln!! [J

_1-
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Eine reelle Zahl entspricht einem Punkt auf dem Zahlengerade.
e Fallt in immer feinere Intervalle

o reelle Zehl = unendlicher Dezimalbruch

etwas formaler: Cauchy-Folge von rationalen Zahlen (x;)i € N,n; € Q
d.h. Ve > 0INVm,n > N : |z, — x,| <€

Definition 2. Aquivalenz zwischen Cauchy-Folgen:
(i)ien = (Yi)ien & (@i — Yi)ien — 0

Definition 3. Eine positive reelle Zahl ist ein unendlicher Dezimalbruch der Form
2, 21%... mit 2 € N, z; € {0,...,9}. Wichtig, der Bruch darf nicht auf 9 enden!

Satz 2. Eine reelle Zahl ist ferner dann rational, wenn ihre Dezimaldarstellung peri-
odisch endet.

Beweis 2. Satz 2
_ - 5 _ 5.7 _ () TTAORF
(=) r==",p,g €N q>0 Rechnerischz.B. 3 =5:7=0,714285

(«=) Komisches verschieben von Dezimalstellen und anschlieBende Subtraktion ...
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1 Ein anderer Blickwinkel auf die reellen Zahlen

Man betrachtet Nullstellen von ganzzahligen Polynomen.
Ein Polynom ist folgendes: a,z" + ap_12" ' + ...+ a1z +ag =0

Definition 1 (komplexe Zahl). Eine komplexe Zahl heit algebraisch, wenn sie Null-
stelle eines ganzzahligen Polynoms ist.
Beispiel

1. Jede rationale Zahl ist algebraisch.
a= E, qg#0
q

Polynom: gz —p =0
2. /2 ist algebrisch, da 22 — 2 = 0.
3. v/—1 ist algebraisch, da 22 — 1 =0

4. Nicht alle reellen Zahlen sind algebraisch!
Diese nichtalgebraischen Zahlen werden auch transzendente Zahlen genannt. 7
und e sind z.B. transzendente Zahlen.

Es gilt:

1. Die Menge der algebraischen Zahlen ist abzahlbar!
Warum ist das so? Sie sind Lésung von Polynomen und Polynome sind abzihlbar,
da es nur eine begrenzte Anzahl von ihnen gibt.

2. Die Menge aller reellen Zahlen ist iiberabzihlbar. (siehe Cantors Diagonalisie-
rungsbeweis aus MAFI 1)
Also gibt es iiberabzidhlbare viele nichtalgebraische reelle Zahlen.

Q - o C algebraische Zahlen

Korper Galois-Theorie Korper und dieser ist
abgeschlossen  gegen-
iiber der Nullstelle von
Polynom mit algebrai-
schem Koeffiziernten
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2 Reelle Zahlen
Korper, Ordnungs- und Vollstandigkeitseigenschaft.
Definition 2 (Ordnung). u,v € R mit u,v > 0.

U = Ug, U3 . . . Uug, Vg € N
vV = Vg, VU3 . .. u;,v; € {0,...9}

u<ve iu <y AVO<j<i—1:1u; =v;

und kanonische Erweiterung auf negativen reellen Zahlen.

Fakt Zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt eine rationale Zahl!

Beweis 1. r,r" € R, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit r < r’.

r =7y, 1Ty ...

AW
=71y, TTy ...

Beide enden nicht auf 9
Sei i erster Index mit r; < r; und sei j erster Index > i mitr; #9

r<rery...ri(r;+ 1) <r! O
< ist lineare (totale) Ordnung auf den reellen Zahlen.
Definition 3. Sei (M, <) lineare Ordnung und sei C' C M.

x ist obere Schranke fiir C:Vece C :c< x

x ist untere Schranke fiir C :¥ce C:c>x

x € M ist Maximum von C': x ist obere Schranke und x € C

e = € M ist Minimum von C': x ist untere Schranke und x € C
e = € M heit Supremum von C': x ist kleinste obere Schranke fiir C
e = € M heit Infimum von C': x ist grote untere Schranke fiir C'.

Definition 4. (m, <) lineare Ordnung fiir die gilt:
M = AU B Schnitt von M.

e Dh. AnNB=0,AUB=M
e Vac AVbe B:a<b
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Welche Schnitte sind moglich?

Typ 1 A hat Maximum und B hat Minimum.
Beispiel: Jeder Schnitt in (Z, <)

Typ 2 A hat kein Maximum, B hat kein Ninimum.
Beispiel: (Qpla, <)

Typ 3 (Dedekind-Schnitte) A hat kein Maximum aber B hat Minimum oder A hat
Maximum und B hat kein Minimum.
Beispiel: R>g

Fakt Jedes Maximum ist auch Supremum und jedes Minimum ist Infimum.

Satz 1. Jede nach oben beschrankte nichtleere Menge von positiven reellen Zahlen
besitzt ein Supremum.

Beweis 2. Induktion!
Sei xo gréBte natiirliche Zahl, mit 3x1, x5 ... xg, x125... € C
Zo
Lo, L1 ...
Lo, 1L ...
Es wird erst die groBte Vorkommastelle festgelegt, dann die erste gréte nach dem
Komma usw.

Dies ist Supremum. Aber falls man xq, 125 ... x;9 erhilt, dann muss x;1, + 1 und
danach 0 gesetzt werden.

Satz 2. Falls (A, B) Schnitt von R ist, dann gilt:
sup A=1inf B

Jeder Schnitt in R ist Dedekind-Schnitt.
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1 Ungleichungen

1.1 Bernoulli-Ungleichung

VneNn>1 ,VheRh>—-1:(1+h)">14+nxh

Beweis 1. durch vollstandige Induktion
Induktionsanfangn =1 1+h=1+h
Induktionsschritt n = n+1
(1+h)"™ = (14 Rh)"(1+h)
> (1+hxn)(1+ h) nach I.V.
=1+h+hn+h°n

=1+ (n+1)h+h’n
>1+(n+1)h O

1.2 Ungleichung von Couchy-Schwarz
Yai,as,...a, € R,Vby, ..., b, € R

(D ab)* < (Y_ai)+ (Y 0})

Da die Summen links nichts miteinander zu tun haben, kann statt k& auch j geschrieben
werden. Der folgende Hilfssatz ist hilfreich fiir den Beweis - tolles Wortspiel!

Satz 1 (Hilfssatz).

n n

k=1 j=1

DO (awb; —a;bi)* =2((Y ai)(z b) — (Y axb)’]
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Beweis 2 (Hilfssatz).

n n

Z(Z(aib? + 2axbja;by + a3b}))
k=1 j=1

= i(ai i b? — 2akbk Z ajbj + bi Z CLJQ)
k=1 j=1 j=1 j=1

n n

=D (@ 0 =2 (axbe > agby) + > (B al)
k=1  j—1 k=1 =1 k=1  j—1

= 2% (Z az ij? — Z(akbk)Z)

k=1

2 Betrag einer reellen Zahl

||:R—R

x x>0
MZ{ P
-z x<0
Va,b € R
o < bl & —b<a<b
a+b <lal+ b, D> al <> ai
i=1 i=1

2lab] < a® + b?

3 Polynome

R sei ein kommutativer Ring mit 1. (z.B. Z,Q ...)
Wir beschreiben eine Funktion f : R — R durch

f(x) = ap,x" + Cln_1$n_1 +...+a1z+ a9

Dies ist ein Polynom iiber R, die a; heilen Koeffizienten. a, # 0 wird der fiihrende
Koeffizient genannt.
Das Nullpolynom ist durch f(z) = 0 definiert, und das Einspolynom duch f(z) = 1.
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3.1 Rang eines Polynoms

Der Rang ist durch den Index des fiihrenden Koeffizienten gegeben.
Man beachte, dass das Nullpolynom keinen Rang besitzt!

R[z] = Menge aller Polynome iiber R
Definition 1 (Multiplikation / Addition iiber Polynome).

Die Addition:
Z a;xt + Z bjr! = Z(ai + b))’
=0 j=0 =0

Der Rang der Summe ist héchstens so grol wie der maximale Rang der beiden zu
summierenden Polynome.

Die Multiplikation

n m n+m
E a;x" * E bjz! = E ( E a;b;) "
=0 7=0 k=0 i+j=k

Der Rang nach der Multiplikatin entspricht der Summe der einzelnen Range.

Beispiel (2% —322+5)* (22 —22—7) = (1% 1)2°+ (=2)2® + (=7 —3)2* + (=3 %
(=2))2® 4+ (=3 % (=7) + 5% (=2))a? 4+ (=2 % 5)z + (=7 * 5)

3.2 Auswertung von Polynomen

Wenn man das Polynom f(z) = >""  a;z' , x = xy auswerten will, dann bendtigt
man im naiven Fall 2z — 1 Multiplikationen und n Additionen.

Nun stellt sich die Frage, ob das nicht besser geht?

Die Antwort lautet JA und zwar mit dem Horner-Schema, dazu schreibt man das
Polynom wie folgt auf:

fl@)=(0..((ap*xx 4+ apn_1)x + an2)xr+ ...+ a1)x + ap)

Dadurch hat man nur noch n Multiplikationen und Additionen durchzufiihren!

Man kann die Zwischenergebnisse der Horner-Auswertung von x = b aufschreiben:
Cpn = Gy

Cpn—1 = Cp * b+ (p—1

co=c1 *xb+qg
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Es gilt:
f(@)=(z —b)(caz™ '+ cp12™ 2+ ...+ cow+cy) + f()

Dies ist interessant fiir Nullstellen (wegen Linearfaktoren).

Einschub Konnen zwei verschiedene Polynome dieselbe Funktion definieren?
Fir R = R lautet die Antwort NEIN!

Warum?
Wenn

™ 4 ap 12" 4 ax + ag = bpx™ 4 by 4+ by + by

dann miisste ay = by. Das kdnnte man abziehen und dann x ausklammern. Dann wiirde
a, = by sein miissen usw. Es muss also jeder Koeffizient gleich sein!
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1 Wiederholung

R ist ein kommutativer Ring mit 1, dann wird mit R[z] die Menge aller Polynome
bezeichnet. Ein Polynom sieht wie folgt aus:

flz) = Zaixi =a, "+ ...aq1x + ag
=0

Durch das Horner-Schema kann das Polynom anders aufgeschrieben werden:
fla)=(...(((apx + ap_1)T + an_2)x + apn_3)x + ...a1)T + ag

Diese Variante ist schneller bei der Auswertung, da man nicht so viele Multiplikationen
durchfiihren muss.

Satz 1. Man kann f(x) schreiben als
f(x) = (a—b)(cpd" ' +cp1a" ? + .. mox +cy) + f(D)

wobei ¢; die Zwischenergebnisse sind.

2 Nullstellen

Definition 1 (Nullstelle). Die Nullstelle eines Polynoms f(x) ist ein o mit f(x) = 0.

(
Aus dem Satz folgt, dass f(z) = (z — x¢)(c, "' +...¢1) + 0, wobei man z — z als
Linearfaktor bezeichnet. Das Restpolynom wird mit g(z) bezeichnet. Es gilt

f(x) = (x = z0)g(x)

Falls 2y auch Nullstelle von g(x) ist, dann kann auch hier der Linearfaktor abgespalten
werden.

f(x) = (z = 20)* * h(z)
Daraus ergibt sich folgende Definition:

Definition 2 (I-fache Nullstelle). x, heilt I-fache Nullstelle von f(z), falls
(@) = (z — 0)'g(x)

Definition 3. Sei xq,x1,...x, die verschiedenen Nullstellen von f(x) mit Vielfach-
heiten ly, 11, .. .1, so gilt:

f(z) = (z —zo)(x — 21)"(z — 22)2 % ... x (. — 2,)"" % g(x)

g(x) hat dann den Gradn —lop—1;... =1, — 1

_1-
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Beispiel R =R.
f(x)=(z—3)*(xz+ Dz —4)(2® + 2 +3)

+3 ist 2-fache Nullstelle
-1 ist 4-fache Nullstelle
+4 ist einfache Nullstelle

Schlussfolgerung: Ein Polynom von Grad n hat hochstens n Nullstellen.
Es existieren geschlossene Formeln zur Berechnung der Nullstellen fiir n = 2, 3, 4, aber
es ist nachweislich nicht méglich, Formeln fiir n > 5 zu finden.

Polynom mit rationalen Koeffizienten?

Wir haben ein Polynom mit ganzzahligen Koeeffizienten. Und es sind nun die rationalen
Nullstellen gesucht.

Sei 7 Nullstelle.

a a a
an(g)" -+ an,l(g)”fl + ...+ CL1<E

ana” + a, 10" b+ ... 4 apab”t + agh” =0

=a,a" muss Vielfaches von b sein

)T +ap=0 |*b"

apb"muss Vielfaches von a sein.
=-a,, muss Vielfaches von b sein

ao muss Vielfaches von a sein

Daraus folgt ein Suchraum.

Beispiel

_ n __ 2
flz)=_6 2" —12x"+zx+ _1

an ao

Suchraum: {+1/2,41/3, +1/6,+1}

3 Rationale Funktion

Der Begriff der Polynome wird auf rationale Funktionen erweitert. Diese Funktionen
sind iiber R oder auch andere Kérper definiert.
Es gibt

e ganzrationale Funktionen, dies entspricht den Polynomen,

_2.



Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 5 3. Mai 2007

e gebrochen rationale Funktion ist der Quotient fz%’ wobei ¢(z) und p(z) Poly-

nome sind,

. % heilt echt gebrochene rationale Funktion, falls der Grad von p(x) kleiner als
der Grad von g(z) ist.

Satz 2. Jedes ’Lxg mit Grad von p(x) > Grad von q(x) ldsst sich eindeutig zerlegen

nn ‘1(‘”
M) @)

echt gebr. rat.

Beweis 1. p(z) = > " g a;ir’, q(x) = 377" bz’ mit n > m.
Beweis wird durch vollstindige Induktion iiber d = n — m gefiihrt.

Induktionsanfang d=0

) P1(2)
p(r) = b—:q(x)+p(w) —b—:q(x) | - q(z)
) _ n Pi()

ganzrat. da Polynome  echt gebr. rat.

Induktionsschritt d->d+1 D.h. der Unterschied der Gerade betrigt eins.

p1(z)

A\

Qp n—m Qn n—m
p(x) = 3= * 2" g(@) +p(r) — 3=+ 2" x g(x)
pi(z) = Z a;xt — Z—:l:r;”_m Z bjxj =apz" + ... — Z—;xn_m(bmxm ...der Grad ist <n
=9 7=0
T an x
p(r) =—a2""" + h(x)+ n@)
q(z)  bm y q()
WV /
ganzrat. echt gebr. rat.
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Wiederholung R[z] Polynome mit Koeffizient in R, Ringstruktur. Wenn R ein Kor-
per ist, dann kann man Polynomdivision durchfiihren.

1 Eulkidischer Algorithmus zur Bestimmung des gg7'(p(x), q(x))

Definition 1 (ggT). Der ggT'(p(x),q(z)) ist Polynom d(x) maximalen Grades mit
fiihrenden Koeffizienten = 1, so dass p(x) = d(x) * g(x) und q(z) = d(x) * h(x)

Fir Z: ggT(a,b) = ggT'(b,a mod b)
Das Schema wird auch so auf Polynome iibertragen:
99T (p(x), q(x))

s(x) = p(x)

t(x) = qx)

while (t(x) != 0)
r = Rest bei s(x) / t(x)
s(x) = t(x)
t(x) =r

return s(x)

Beispiel: ggT(23 + 22% + v — 4,2% — 1)

2 — 2
2 —1

(P + 202+ —4): (2 —1)=2+2+

(22 —1): 2z —2) = %(z+ 1) Rest 0
g9T() =x — 1(=2x — 2)

Definition 2 (Definitionsbereich). Definitionsbereich einer reellen rationalen Funktion
p(@)
m Ist

q(z
R\{ Nullstellen von 9T }

2 Polynominterpolation

Allgemeine Aufgabe: Gegeben seien reelle Messwerte fiir die Messpunkte z¢ < z; <
... < x, mit den Messwerten y;.
Es ist eine Funktion (ein Polynom) f mit V0 < ¢ < n, f(x;) = y; gesucht.
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2.1 Vorbetrachtung

Man hat genau einen Messpunkt gegeben. Dann gibt es genau ein Polynom von Grad
0, ndmlich f(x) = yo. Fiir ein Polynom von Grad 1 gibt es keine Eindeutigkeit mehr,
es gibt immer mehrere Moglichkeiten.

Es sind zwei Messwerte gegeben, dann gibt es genau ein Polynom von Grad 1, namlich
eine Gerade durch die beiden Punkte.

Vermutung: n + 1 Messwerte lassen sich eindeutig durch ein Polynom vom Grad n
erklaren.

Diesen Vorgang, Messwerten einer Funktion zuzuordnen, nennt man Interpolation.

2.2 Lagrange-Interpolation

Satz 1. n+ 1 Messwerte lassen sich durch Polynom vom Grad < n eindeutig iterpo-
lieren.

Beweis 1 (nach Lagrange). Idee: p(x) sei das Polynom, welches interpoliert. Wir
schreiben. p(z) = yopo(x) + yap1 () + . .. + ynpn(x) Dabei ist p;(z) ein Polynom von
Grad n mit

P
(x—zo)(x—21) ... (r —xim1)(x — xigq) ... (. — xp)
(x; — o) (@i — 1) (g — w1 (X — Tigr) - - (2 — )

pi(r) =

Ist Polynom von Grad = n.

(zi—zo)(xi—T1... __ 1 .
N — zi—x0)(Ti—z1... J=1
p(l']) - {gmj—z%)(xj—mll)...(z]-—xj) —0 j 7&2

(zi—z0)(xi—x1)...

p(x) als Summe yopo(z) + ... + ynpn(x) hat Grad < n.
Es existiert also ein Polynom, welches unsere Anforderungen abdeckt. Jetzt muss noch
gepriift werden, ob es auch eindeutig ist.

Eindeutigkeit (indirekt): Annahme: 3p(x), q(z) : p(x) # q(z) mit p(z;) = q(x;)V0 <
1< n.

p(x) —q(x) hat xg, x4, ...z, als Nullstellen. Diese kénnen als Linearfaktoren abgespal-
tet werden.

pl) - ql) = (@ —2o)(@ — 1) ... (¢ — 2,) * [(x)

S N

Grad n Grad n+1

_2.
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Dies geht nur, wenn f(x) = 0 und somit auch p(x) — q(x) = 0 ist. Daraus folgt
p(z) = q(z) O
Ein Nachteil dieses Verfahren ist, dass fiir jede neue Messstelle, die dazu kommt, sich
alles Polynome andern. Deshalb gibt es ein anderes Verfahren zu Interpolation, das
Newton-Verfahren.

2.3 Newtoninterpolation

Ansatz:

p(z) = ag+ar(z—z0)+ae(z—21)(x—20) ... (T — Ty 1) (X —2p_2) ... (¥ —1x0)

Fur
T = o p(%):yo:ao Qo = Yo
Y1 — Yo
r=1x1 p(x1) =1y =yo+ a1(x1 — ) ap =
1 — 2o

Y1 — Yo
To — X

(1 — o) + as(xe — 1) (22 — T9) Qa2 = ...

v =y p(r2) =12 =10+

_ _ Y1—%o _ Y2—y1 _ Yi—Yo
Y27 Yo T T (22 — o)

a2 (2 — 21) (22 — 20) B T2 — Zo
Beispiel
X1y
-1 -1
0|-5
1|-5
2|5
-1(\alphaO)
\
-4(\alphal)
/ 0\
-5 2(\alpha2)
\ /N
0 1(\alpha3)
/N /
-5 5
\ /
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10
/
5
—5—(~1)
= =4
M0 ()
—5-(-5) _ —5-(-1)
1—0 0—(-1)
= 2
2 1= (-1
= —1 —4 1 2
p(z) + oA m 1)+ 2 (
[e7s) a1 a2

r+1) *x—i—\l/_/(x—i— )(z)(x —1)
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1 Fortsetzung Polynominterpolation

gegeben: xy < x;...x, sind die Messstellen.
Yo, Y1 - - - Yn sind die Messwerte.
Finde nun p(z) von Grad < n mit p(n) = v.

1.1 Newtoninterpolation

Ansatz:

p(z) = ap+ ar(x — xg) + an(x —zo)(x — 1) + ...+ a(z —xp) ... (. — 2p_q)

Ersetzte die x; liefert Gleichungssystem zu Bestimmung der «;.

o — Yo = Qg

Ty — Y1 = Yo + a1(x1 — 0)

Y1 — Yo
a1 =
1 — 2o
Y1 — Yo
To — Yo = Yo+ (x —2 —x0) + az(xy — 1) (22 — 20)
1 — 2o
o Y17Y0 _ Y2—Y0 _ Yi1—Yo yo—yo _ (y1—yo)(z2—1x0)
o — Y2 — Yo — 2 "a <x2 xO) T To—z1 _ Ta—11 (x1—20)(z2—21)
g = — —
(9 — x1) (92 — ) Ty — T Ty — T
(¥2—yo) (z1—20)—(y1—yo)(z2—0) Y21 —Y220 —Yo 1 +YoT1 —Y1 T2 +Y120+YoT2—YoZo
(x2—z1)(z1—20) o (x2—z1)(z1—20)
To9 — T Ty — To
Y221 —Y2T0—YoT1+Y1T1 —Y1T2+Y1T0+YoL2 —Y1 L1
Trick (z2—z1)(z1—20)
To — Xo
(y2—y1)(z1—z0)—(y1—Yyo)(z2—21) Y2=y1 __ Y1—Yo
(z2—x—1)(z1—20) _ T2—m1 T1—g
T2 — Xo T2 — o

Schema der dividierten Differenzen

x0 yO |
| yo1
x1 y1 | y012
| y12 y0123
x2 y2 | y123
| y23
x3 y3 |
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Wobei sich die y;; wie folgt berechnen:

=Y
Yo1 =
1 — Zo
_ Y=
Y12 =
Ty — 1
Y12 — You
Yo12 = ————
Ty — Xo
Y23 — Y12
Y123 = ———
T3 — X7
Y123 — Yo12
Yo123 = ——————
T3 — To

Wenn jetzt noch ein x4, y4 hinzukdme, dann miissen nicht alle Polynome neu berechnet

Werden, sondern nur: Y34, Y234, Y234 und Yo1234-

x0 yO |
| yo1
x1 y1 | y012
| y12 y0123
x2 y2 | v123 y01234
| y23 y1234
x3 y3 | y234
| y34
x4 y4 |

2 Zusammenfassung Polynome

Wir haben verschiedene Darstellungsweisen kennengelernt:

e R[z] ist die Ringdarstellung

o R Korper.

e Summendarstellung

p(x) = a,z" + an_ll‘”_l +...+a1x+ag

— Ubersichtlich rechnen

— Koeffizientenvergleich
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e Horner-Form
p(z) =(...(apx + ap_1)T + ap_o...a1)x + ag
Zur Berechnung von p(b) und Herleitung der Zerlegung

p(z) = (2 —b)(cpd" ' + 2™ 2+ ...+ 1) + p(b)

e Produktform
Diese Form erhalt man aus der Horner-Form und den Nullstellen

p(z) = (x — b)) (x —b)2 ... (z — b)) % q(z)
Wobei die b; die Nullstellen mit Vielfachheit [; sind.

e Interpolation

3 Eine Anwenundung - Fingerprint-Methode

Zum Pattern Matching.

Aufgabe ¥ ist das Alphabet und der Text 7' € % mit |T| = m und dem Pattern
P € ¥T mit |P| = n gegeben.

Jetzt sollen alle i mit 7'(i) = P(1),T(i+1) = P(2),...,T(i+n—1) = p(n) gefunden
werden.

Die triviale Losung sieht so aus: Probiere alle Stellen einfach durch. Dies benétigt

m—-—n-+1 x n
N——— ~—~

mgl. Startstellen Vergleiche

Da m viel viel groRer als n ist, braucht man ca. m % n Vergleiche
Es gibt bessere vergleichsbasierte Losungen, die nur O(n 4+ m) Vergleiche benétigen.

Alternative: Fingerprint. D.h. wir suche nicht nach dem Muster direkt, sondern ordnen
dem Muster einen Eigenschaft, z.B. den Fingerprint zu. Und dann wird nach dem Fin-
gerprint gesucht.

¥ = {0, 1}. Die Idee ist, dass Muster als Zahl zu interpretieren.

P — H(P)= Zm: 2" P()

i=1
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P =1J0|1]1
H(P)=2"+2'+2°=11
T.=Tr)tn+1)...T(r+n-1)

n

ﬂHMMZZWﬂEQ

=1 =T (n+i+1)

Trick H(T,) aus H(T,41)
H(T,)=2x(H(T,—1) = 2"T(r— 1)+ T(r+n-—1)

Idee Rechnen modulo einer zufdllig gewahlten Primzahl p. Statt H(P) haben wir
H,(P)= H(P) mod p, H(T,) wird zu H,(T,) = H(T,) mod p.

Wichtig Modulorechnung vertragt sich mit dem Horner-Schemal!
(a4+b) mod =(¢ modp+b modp) modp
(axb) modp=((a modp)(b modp)) modp

Einiges iiber Primzahlen Wir nehmen n € N und 7(n) sei die Anzahl der Prim-
zahlen < n
Satz 1. w(n) kann ungeféhr durch
n n
— < < 126 * —
Inn = m(n) < 126+ Inn

bestimmt werde.

Satz 2. Sein > 29, dann ist

H > 2"

p Prim,p<n
Fiirn > 29 und x < 2", dann hat x weniger als w(n) viele verschiedene Primteiler.

Wie macht man das nun?

Rechnen modulo p. Falls H(P) = H(1,) = H,(P) = H,(T,) aber falls H,(P) =
H,(T,) = p | H(P) ~ H(T,)

Ein “Falsches Match” zeichnet sich durch H(P) # H(T,) aber H,(P) = H,(T,) aus.
Sei R mit |R| < m die Menge aller Positionen im Text an denen P nicht beginnt, und
s€ Re H(P)# (H(Ty)

[11H(P) - 1(T)] < 2



Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 7 10. Mai 2007

Korrolar Falls mn > 29, dann hat []__, |H(P)— H(T})| weniger als 7(n *m) viele

Primteiler.
Falls ein falsche Match vorliegt, dann teilt p |H(P) — H(T})| also auch [] ., [H(P) —
H(Ty)| Daraus folgt, p ist einer der < 7(n + m) vielen Primteiler des Produktes.

Satz 3. |T| = m,|P| = n mit mn > 29. Sei p zufllige Primzahl < i. Dann ist die

Wahrscheinlichkeit fiir ein falsche Match < Wf:(l?;)

Beispiel n = 250,m = 4000. i = nm? = 222 Dann ist Pr(falsches Match) < 1073
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1 Die komplexen Zahlen C

Motivation 2%+ px + ¢ = 0 in Reellen Zahlen:
p p
na=-5+,/Ey-q

Was passiert, wenn ¢ > (5)% 7

Wenn man von den komplexen Zahlen, die reellen betrachtet, dann kdnne wir was tiber
R]z] lernen.

Zusatzlich werden wir die Darstellungsformen von z € C kennenlernen.

Beschreibung: i = /—1

Definition 1 (algebraische Darstellung). Eine komplexe Zahl = hat die (algebraische)
Darstellung

z= _a , +ix b
S~~~ ~~~
Realteil Imaginrteil
mit a,b € R

Hammilton (1837): Eine komplexe Zahl z kann als Punkt in der komplexen Zahle-
nebene dargestellt werden, wobei die x-Achse den reellen Anteil und die y-Achse den
imaginaren Anteil angibt.

Wie betten sich die reellen Zahlen ein?

R—-CreR—r+ix0

1.1 Rechnen mit komplexen Zahlen
z=x+1y, w=u-+1v
e z = w genau dann wenn z = w und y = v
o 2 tw=(rtu)+i(y+tv)

o zxw = (z+1iy)(u+iv) = zu —yv) +i(yu + zv)

_ z+tiy _ (z+iy)(u—iv) _ (zutyv)+i(yu—zvs)

o =
w u+iv u2 40?2 u2 402

Wenn an jetzt reelle Zahlen einsetzt, dann kommt auch schdn das richtiger Ergebnis
raus.
C ist nach dieser Definition mit +, * ein Korper!!

_1-
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Beispiel z =1z + iy Was st i*z 7
(0+1l) * (x +1iy) = —y +ix
Graphisch entspricht i * 2 der Drehung um +7% in der Ebene.

Definition 2 (Betrag). Der Betrag von z = x + iy ist |z| = /a2 + y?, das ist die
euklidische Lange (entspricht dem Abstand zum Koordinatenursprung).

Definition 3 (konjugiert). Die zu z = x+iy konjugiert komplexe Zahl Z ist Z = x —iy
Dies entspricht der Spiegelung an der Real-Achse.

Fakt

2. 2%z = (z +iy)(z —iy) = 2° + y* = |z

1.2 Rechenregeln

Z zZ
ztw=Z+wW,zZ0=Z*xw, (—)=—
w w
1
Re z = —(z —
ez 2(z Z)
1

1.3 Polynome

Wir kdnnen Polynome C|z] einfiihren, mit denen alles, also Horner, Euklid, Interpola-
tion etc. analog gemacht werden kann zu R|z]
Komplexe Nullstellen: fiir

2 2
p p . p

> — =—-=4+ — —
1 4 1.2 2 "Wa 4

Satz 1 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Polynom, d.h. von mind.
Grad 1, mit komplexen Koeffizienten besitzt eine komplexe Nullstelle.

Der dazugehdrige Beweis ist ziemlich kompliziert, und wird nicht gezeigt.

Damit lasst sich jedes p(z) = " a;2" € C schreiben als
p(2) =an* (z—20)" (2 — )2 .. (2 — z)*

dabei sind die z; die verschiedenen komplexen Nullstellen mit Vielfachheit /;. Die Sum-
me aller [; ist n.
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Beobachtung Wenn w € C Nullstelle von p(z) € R]z] ist, so ist auch w Nullstelle!

A" + A T+ a T+ ag
=, W" + ap_qw" L + .+ a W+ ag

=a,w" + a,_wt + ...+ aw + ag

=, W" + ap_ w1+ .+ aqw + ag
=0=0

Sei w komplexe Nullstelle von p(x) € R. Daraus folgt, w ist auch Nullstelle! Wir
kénnen (x — w) und (x — w) als Linearfaktoren abspalten.

(z —w)(z —w) mit w = u + w
=% — wr — wr + (u® —v?)
=1? — (W+w)z + (u* —v?)  reelles Polynom!
N—— N e’
2Re reelle Z.

Es folgt folgender Satz

Satz 2. Jedes reelle Polynom lasst sich faktorisieren als

Riz] € p(z) = a1 (x — z)" ... (2 — 2)* (2% 4 cyz + d)" .. (2% + cpedy)™
reell;rNst. hat keine r;ﬁe Nst mehr

Korrolar Jedes reelle Polynom ngeraden Grades hat eine reelle Nullstelle.

Beispiel
L2*—1=0w=3iv2(1+1)

hat im komplexen die Faktorisierung:
(x —w)(x —w)(x+ w)(z + W)
und im Reellen:

(22 = V2 4+ 1) % (22 +V2x + 1)

2. p(x)

=2t =203+ 322 —20+1, z = % 1 ¥3i ist Nullstelle. Dann ist also auch
71 = L — ¥3; Nullstelle,

2

(r—2)(z—2)=2>—x+1
Also kann man 22 — x + 1 als Faktor von p(z) abspalten.

(2" =22+ 322 — 22+ 1): (2> —z+1) = (2 — 2+ 1)

_3-
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plo) = (o= 3 P+ P

im Komplexen
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1 Darstellungsformen komplexer Zahlen

1.1 algebraische Darstellung

Hatten wir letzte mal, das ist
z=a-+1b

1.2 Polarkoordinaten

z ist bestimmt durch die Lange der Losungssequenz zum Ursprung und dem Winkel ¢
zwischen Segemnt und positiver x-Achse. Nach Konvention liegt ¢ € (—m, +7).

z — Betrag |z|, Phase argz € (—m, +m)

(|2, #) sind die Polarkoordinaten.
Wie kann umgerechnet werden?

|z| = Va? + b?
arccos% b>0
arg z =
— arccos% b<0

z = |z|(cos ¢ + i x sin ¢) trigonometrische Darstellung
Rechnen mit der trigonometrischen Darstellung

z = |z|(cos ¢ + isin ¢)
w = |w|(cos ¢y + isin ¢y)
zxw = |z||w|(cos ¢ cos @1 — sin @ sin ¢y + i(sin ¢ cos ¢1 + cos ¢ sin ¢y))
= |z]|wl|(cos(¢ + ¢1) +i(sin(¢ + ¢1))
z _ |2

—= m(cos@b — ¢1) +isin(¢ — ¢1))

1.3 Exponentialform

Euler: €' = cos ¢ + isin ¢
Betrag: |¢'?| = v/cos? ¢ +sin® ¢ = 1

ez—i-zy:ea:ezy 7 y:]{?*Qﬂ'

] = e[| = e

Ann: ¢ = wt + «, t ist die Zeit und w € R
Was ist nun am Zeitpunkt ¢? -> Es entsteht eine cos-Kurve.

_1-
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Formel von Moivre

Vo, dr : 10 4 i1 — i(¢+01)
(6i¢)n — eimj)

€% = cos ¢ — isin ¢ = cos(—¢) + isin(—¢)

s .
€2 =1

ez27r -1

Wichtige Werte:

sin0 =20
T 1
0Tt
sm6 2\/_
T 1
in—=-v2...
sm4 2\/_

Einfaches Potenzieren von komplexen Zahlen in Exponentialform

Beispiel z =2+ 24, was ist 2127
Umwandlung in Exponentialform:

> x
z=1/8e'VE = /8¢'%
12
A2 fR12eisn
— 86€i¢
= g6

2 Waurzelziehen einer komplexen Zahl

2" —a = 0 Der Hauptsatz der Algebra besagt es existieren n Nullstellen. Diese heiRen

auch Wurzeln der komplexen Zahl a.

zunachst @ = 1. Nennt man auch Einheitswurzeln

V1= {1, W2 ey

Bezeichnung: {(o, (1, -, Cuo1}
Probe:

(ei’%’)n — ei2m _ i _q

n-te Einheitswurzel entsprechen einem regelmaRigem n-Eck in dem Einheitskreis.

_2.
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beliebiges a € C a = |ale™. Sei w = |a|ei%
Behauptung: w™ = a.

w" = ]a|ei%"
=a

{L/a = {U}, w * Cl,U)CQ, e ,w(n,l}
Beispiel
1 = (eiﬂ—)% = {ei%’ ei%+?ﬂ’ ei77ei?,ei?}
3 Kubische Gleichung
T4 12" . Far+ag=0

Substitution: x = —“2=t +¢. Wir erhalten eine neue Gleichung, bei der der zweitgroRte
Potenz fehlt.

*+at+b=0
Suche Lésung der Form ¢t = /u + /v.

2 = (Vu+ )* = u+ 3Vadv + Vuvd + v
=3Vu+v(§u+ Jv) +u+v
=t

= a=3vuv,b=—(u-+v)

u und v sind Ldsungen einer quadratischen Gleichung.

h=A —§+\/<§>2+<§>3+§/—§— /Gr -Gy
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1 Nachtrag: Uberlagerung der gleichfrequenten Schwingungen

eH¢twt) wobei ¢ die Zeit ist. Das hatten wir schon das letzte mal. Genauso kann man
natiirlich auch Ae® kreisen lassen durch Ae’+“!. Kann anders geschrieben werden zu

ATt = A(cos ¢+ wt + isin(é + wt))

Aufgabe Gegeben sind gleichfrequente Schwingungen

uy(t) = ¢ * sin(¢1 + wt)
ug(t) = co * sin(¢py + wt)

Was ist nun u(t) = uq(t) + ua(t) 77

Losung Interpretiere uy(t) als Imaginarteil Ima *sin(¢; +wt) bzw. uy(t) als Imis *
sin(¢y + wt)

U1 (t) = ¢1(cos(py + wt) +isin(py + wt)) = ¢l

Uig(t) = c3(cos(pg + wt) + isin(py + wt)) = coe @)

W(t) = 0y (t) + da(t) = (c1e?" + coe™®?) ke

(.

-~
=c

Dann wt) = Im(ce’@++),
Addition durch Umrechnung in algebraische Darstellung

Beispiel
uy(t) = 4sin(2t)
™ . T T . ™ T . ™
us(t) = 3098(2t - 6) = 3sin(2t — 5 + 5) = 3sin(2t — 1 + 5) = 3sin(2t + g)
Gp(t) = 4e™
ﬁz(t) _ 3ei(t2+§)
at) = ay(t) + do(t) = (44 3¢'5)e™)

.,T 1 1
=4+ 3¢'5 :4+3(§+¢§¢§) ~5,5+1i2,6
u(t) = 6,08sin(2t 4 0, 44)
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2 Folgen, Grenzwerte und Stetigkeiten von Funkitonen

Motivation
1. Reelle Zahl = Aquivalenzklasse von Folgen rationaler Zahlen.
2. Bestimmung von Nullstellen (numerisch), z.B. Intervallhalbierung
3. Folgen fiir die Untersuchung von stetigen Funktionen

4. Klassische Funktionen wie Exponential-, Sinus, Kosinus-Funktionen werden als
Grenzwerte von Folgen interpretiert.

Definition 1 (Folge). Eine Folge ist eine Abbildung
f*N—=R

a, = f(n) wird als n-tes-Folgeglied bezeichnet. Man schreibt auch (a,)nen

Beispiele

1. Die konstante Folge: Va : f(n) =a

2. Harmonische Folge (%)n>0

<TZL+1)n>0

4. rekursiv definierte Folgen, z.B. Fibonacci, Nullstellenapproximation
Collatz-Folge: a,, beliebig.

3a,-1+1 a,_1 ungerade
an—1

5 a,_1gerade
1 a, =1

Ay =

5. geometrische und arithmetische Folgen

n
ap = aopq

a, = ag +nd

6. Wurzelfolge
7. Eulerfolge ((a + £)™),~0. Hier von ist der Grenzwert e.

8. Folge (ay)nen- folge der Parialzahen

_2.
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Definition 2 (Beschranktheit). (a,)nen heilt beschrinkt, genau dann wenn
Jk € RVa, : |a,| < k

Nach oben beschrankt
Jk € RVa,, : a, < k

nach unten beschrankt:
dk € RVa,, : a,, > k

monoton wachsen ¥'n : a, 1 > a,
streng monoton wachsend: ¥n : a,.1 > a,

2.1 Konvergenzverhalten

Definition 3. a e R,e € R, e > 0.
Ucla) ={z € R||z —a| < €}

Definition 4 (konvergent). (a,)nen heilt konvergent gegen a € R, falls
Ve > 0: 3IngVN > ng : a, € Uc(a)

Man schreibt auch fiir a,, — a fiir n — oo
Jiman =

Eine nicht konvergente Folge heillt divergent.

Beispiel fiir Konvergenz (1),.. Wir zeigen, dass lim £ = 0
Beweis: Sei € > 0 beliebig gewahlt. Zu zeigen: INy(e)VN > Ny(e)|x — 0| < e
Wihle Ny > L Fiir N > Nj gilt N > L und damit ; < e. O

Beispiel fiir Divergenz ((—1)"),cn ist divergent.
Beweis (indirekt): Angenommen a € R ist Grenzwert. Betrachte e = 1. VN > Ny(1) :
lay —al < 1soauch |ayy —al <1

|CLN—CLN+1| = |(IN—G+6L—GN+1| <2

Widerspruch!

eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie ab einem Folgeglied konvergent ist.

_3-
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ACHTUNG Auf den Sprachgebrauch achten:

e Der Grenzwert von (1) geht gegen 0. Das ist falsch, der Grenzwert IST 0.

n
e Falsch: a ist Grenzwert, wenn die a,, immer ndher kommen. Z.B. bei 1 + % hier
ist 0 nicht Grenzwert.
e Falsch: a,, kommt a beliebig nahe

Satz 1. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

Beweis 1. Der Beweis wird indirekt gefiihrt.

Angenommen (a,)n,en hat zwei Grenzwerte a,b und sei a < b. Wéhle ¢ < ”_T“
NN, L¥n > Noa,, € U(a) ANVn > Nya, € Uc(b) bla? a € Uc(a) U U(b). Wi-
derspruch, da der Durchschnitt leer ist.
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1 reellwertige Folgen

f*N—=R

Beispiel Sei z > 1. Dann ist

lim ¥z =1

Beweis: Sei € > 0. Zu zeigen: Ing(e) : Vn > no|Yz — 1] < e. Weil /z > 1 =
Vr—1<e
(Ityn)" =2

n
1+nyn—|—<2)yi+...—|—yz>n*yn

x
= Yn < —
n

Wiahle [£] = ng. Fiir n > ny gilt

X
yn<_§

n

<€

IR

Einfach Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis {a,|a; € N} € {apar...a,} U Uca)
—_——— ——

endlich=>beschrnkt  beschrnkt
Da alles beschrankt ist, muss es insgesamt auch beschrankt sein.

2 Konvergenzkriterien

1. Vergleichskriterum

(an)nen (bn)nen (Cn)nen

und Va, < b, < ¢, Dann folgt falls lim, . a, = lim,_. ¢, = b auch
lim, oo b, = b
Beweis:

b= lima, : Veano¥n > ng : |a, — b| < e
b=lime, : Vean Vn > nj : |c, — b <€
n > max{ng, n,}
b—e<a,<b,<c,<b+e
=b—e<b,<b+e=|bp—0b <e¢

_1-
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2.

2.1

Cauchy-Kriterium (a;,)qen ist konvergent genau dann wenn

Ve > 03ng(e)Vn,m > ng : |a, — ap| <€

Beweis: Konvergenz = Cauchy. Zu zeigen: Ve > 03noVn, w > ng :

Bekannt ist Ve’ > 03n,Vn > ng : |a, —a| < €

|y, —an,| < €.

lap —am +a—a|l=la, —a+a—ay| <la, —a|+ |a, — a

<e <e/

Betrachte € > 0. Setzte ¢ > 5

Die andere Richtung kann im Skript bewundert werden.

Monoton wachsende Folge, die von oben beschrénkt ist, ist konvergent (analog

zu fallend)

Beweis: Sei (a,,)nen monoton steigend und beschrankt. Es wird die Vollstandig-

keitseigenschaft reeller Zahlen benutzt:

Jsup{a,|n € N}

Behauptung: lim a,, = sup{a,|a, € N}. Esist € > 03ngVn > ng : a, >a —e¢
n—oo

zu zeigen.

Rechenregeln konvergenter Folgen

Sei a = lima,,b= lim b,.

1.

2.

n—oo n—oo

lim (a, +b,) =a+b

n—oo

lim (a, *xb,) =ax*b

n—oo

insbesondere lim (¢ *a,) =c*a
Falls b £ 0 und b, # 0 fiir alle n gilt
a, a

lim &2 — &
noob, b

Falls Vn:a, <b,=a<b
Achtung: % < % aber lim% =lim > =0

4. Jede Teilfolge von (a,)nen hat Grenzwert a.

_2.
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Beispiele
1.
1+n
a, =
2n + 3
_nl+D)
"2+ %)
1
lima, = =
ima 5

2. Wurzelfolge

Ay + %
2
Ab 2. Glied monoton fallend und von unten beschrankt.

a; =1,a,41 =

an + 2 2
L > e, = =2
2 an

= monoton fallen und beschrinkt von unten

= konvergent, lima, = a

at2

Trick: lim a,, = lim a,1, = a = ==
n—oo n—oo
=a’>=2

3. a, = 75 Folge der Partialsummen (s,).
(s,) ist monoton steigend und von oben beschrankt:
1 1 1

1
B ks (k—1) k-1 &

3

1 1 1
k=0
1 1 1 1 1 1 1 1
1+ (=) (=) (=== — ) =2--<2
UGG P G ) n

4. Geometrische Folge bzw. Reihe, ¢ > 0

e}

d i =tg+ i+
k=0
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Fiir ¢ > 1: divergent und Y ;7 ¢" = o0
Fir g < 1:

sp=1l+q+ad>+a*+...+¢" |*q
qSn = g+ @F+FE+ . "+ ¢ subtrahieren
1_qn+1

Sn — {Sn :1_qn+1:>8n: 1
-9

5. Kochsche Schneeflocke. Was ist der Umfang und die Flache von S,,.

U() = 3a
4
U]_ = 3 * ga
4 )
U, = (g)"?)a divergent
Ay = £a2

1
A1 :A0+3*§A0
AQ_A0+3*éA0+3*41*<é)2A0
"1
Ap=Ag+ (D 4@“(5)2)3,40

=1
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weitere Beispiele

1. Harmonische Reihe.
Harmonische Folge (1),en

I
SnT ATy Ty

(sy,) ist nicht konvergent!

Warum?
1 1 1 1 1 1
821@71—1+§+(§+Z)+...+(2k+1+2k+2+...+ﬁ>
>1+1(1+l)+...+(i+—+...+—)
234 4 9k+1 2k+1 ok+1
:1—0—14—1—1—...—0——
2 2
_k+3
=

(sn) wachst in Inn. Das Ding widchst aber extreeeeeeem laaaaangsam. Es ist
z.B. 510000 = 9, 78.
Bemerkung: Summe aller % mit n hat keine 0 in Dezimaldarstellung:

1+1+ +1+1+ +1+1+1
o2 779 11 T 19 21 99
1 1
<9x14+92—4+93— + ...
<9x1+4 10—|— 100—1—
=/ 9\" 1
=9 % (—) =9 x 9:90
21 Tz
2.
= k—onl
=Y k=0
—1+1+1+1+ +1
1 1 2 3 )

s, ist monoton wachsend und von oben beschrankt.

cll4ir iy 2
Sp, -+ —+ — 4. 4+ —
2 2x2 23 AL
1
Sp <1+ =3
l—3
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= Der Grenzwert existiert und ist < 3.

=1
ez}ZE,e%Zﬂ%
k=0

3. () = (1 + %)™ existiert lim ¢, ?

n——oo
monoton wachsend:

Cn (n+1)"(n—1)""!

Cn_1 nnnn—1
_nm+1)"(n—1)"
B (n—1)n?"
n (n?*—1)" n 1
= = 1——”
n—1 n2n n—l( n)
< n (1_2): n n—lz1
Bernullin_l n? n—1 n
beschrankt:
n i_n*(n—l)...(n—k—i—l)_l(n—l))(n—2> (n—k+1
k)nk kInk TR n n
1 1 2 k—1 1
— S 1-Ha-2...a- <=
La-bha-3 -l
also
1, ~=/n\1 "1
s =3 (1w =2g
k=0 k=

= Grenzwert existiert und ist < e
Zeige lim ¢, = e. Wahle N > 0 fest. Vn > N:

N N
1 n\ 1 1 2 1—ks
n=(1==)"> — =) —(1-9)1-5)...(1-
>3 ()= - a2 -
k=0 k=0
N
1 N
EZE(l—E)
k=0
Sei b, = lim Y0 &(1— )N =SV 1
N n
1 1
| — - | ~—~—
N—oo:e k=0 w k=0 K n—oo:e
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Damit muss ¢, auch gegen e gehen!
Eine Anwendung findet sich hier bei den Exponentialfunktionen:

rEeR, e = lim(l—i—g)"
n

r—00

Rechne nach, dsss lim immer existiert! Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
kann angenommen werden n > |x|.

1. Fall £ <0. Dannist 0 <1+ £ < 1. Daraus folgt 0 < (1 — %)" <1
Also ist das beschrankt! Und auch monoton fallend, also existiert der lim.

2. Fall x> 0 Wir wissen schon die Konvergenz von (1 — £)" = b wegen Fall 1.
Fiir die Folge: (ay, * by)n>1

X

n — 1—-=)"
=00
2
T X T
nkb,=1—-=)"1-=)"=(1-=)"
L
2
1 >ab, > 1-2
g ~ n
n—o0:1 Bernulli\\f_.l/
anb 1 1
e ™ T i b, ntseh, | limb,

Anwendung: Sei ¢, der Faktor, um den sich das Kapital erhdht bei Zinssatz von
100%.

jahrlich ¢, = (1+ 1) =2

monatlich ¢, = (1+ )" = 2,613

taglich cyg = (1 — 55:)*% = 2,714

miniitlich ¢ = () = 2,718

Die alternierende harmonische Reihe:
1

> 1 1
S Tt e [
;} ) k 2+3
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Benutzen das Cauchy-Kriterium: Ve > 03ngVn,m > ng : |s, — spm| < €

1 1 1
nok = Sm = (—1)"(-—— — (D)
1 1 1 1 1 1
gerade(nJrl n+2)(n+3 n+4) (n+k:—1 n+k)
1 1 1 1 1 1 1
ungerae(nJrl n—|—2)(n—|—3 n+4) (n+k’—2 n+k‘—1)+n+k
1 1 1
n — Sy, = — _1k+1—
Sk =8 = Ty o POV
1 1 1
_n+1_(n+2_n+3)—(...)...
1
<
n+1
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1 Beschreibung des asymptotischen Wachstums von Funktionen

Auch als O-Notation oder Landau-Symbole bezeichnet.

Motivation Komplexitit von Algorithmen, also das Messen des Ressourcenverbrauchs
wie Zeit, Speicher etc. soll gemessen werden. Wie macht man das?

e experimentell: Man nehme einen konkreten Rechner, einen konkrete Implemen-
tierung usw. und dann misst man die CPU-Zeit bei konkreter Instanz.
Das Problem ist hier, welche konkrete Instanz man nimmt (benchmark-Probleme
oder zufillige Instanzen). Der Nachteil ist hierbei, dass diese Variante Instanz-
und System abhéangig ist.

e Betrachtung idealisierten Rechner: RAM (Random Access Machine) mit Satz
von Elementaroperationen

— Untersuche Ressourcenverbrauch in Abhangigkeit von EingabegroRe

Formal P sei ein algorithmisches Problem. Und Ap sei ein Algorithmus, der jede
Instanz I von P auf RAM I6st. |Ap(I)| ist die Anzahl der Elementaroperationen.

|Ap(n)| = |r}1‘i:;§|Ap(I)| “worst-case” bei EingabegroRen
Man erwartet |Ap(n)| — oo mit n — oo. Wir wollen beschreiben, wie schnell
geht das?
1.1 O-Notation
Im folgenden gilt f,g: N — R*.
1. Die Funktion g ist eine obere Schranke fiir die Funktion f, falls
de > 03ng¥n > ng = f(n) < cxg(n)
Die Notation hierfiir ist f(n) = O(g(n))
2. Die Funktion g ist untere Schranke fiir f, falls
Jde > 03ngVn > ng = f(n) > c*g(n)
Notation: f(n) = Q(g(n))

3. Funktionen g und f wachsen asymptotisch gleich schnell. (Notation: f(n) =
O(g(n))) falls

f(n) = O(g(n)) A f(n) = Qg(n))

d.h. Je1, ¢ > 0IngVn > ng : ¢1 x g(n) < f(n) < co * g(x)

_1-
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1.2 Obere und untere Komplexitatsschranken

Definition 1. e P algorithmisches Problem. f(n) ist obere Schranke fiir die Kom-
plexitat von P, falls

3 RAM-Algorithmus Ap fiir P und |Ap(n)| = O(f(n))

e f(n) ist untere Schranke fiir die Komplexitdt von P, falls
V' RAM-Algorithmus Ap der P lost |Ap(n)| = Q(f(n))

Ubung
1. f(n) =0(g(n)) < Folge (%)%N ist beschrankt.
Beweis:

= Jc > 03ngVn > ng = f(n) < c¢xg(n) Als I — ¢ Damit ist die Folge

g(n
£ )
o)

—

(f(n)

<0 Jnen beschdnkt durch max{c;

2. f(n) =Q(g(n)) < Folge (%)%N ist beschrankt

Beispiel
1. Konstante Funktion f(n) = 2! f(n) = O(1).
Vn : 21000 < 21001
&~ N
=f(n) =g(n

2. Ye>0: f(n) =0O(cx f(n))

3. Va,be Rmitb>0: f(n) = (n+a)". f(n) =06(n
Beweis: f(n) = O(n®). Setzte ¢ = 2°.

=

(n+ a)b b

s (n+2)°
< (n+2)

n)”

(
2n

VAN VARVAN

erfillt fir n > ng = 2|al
fn)=Q(n".S tztec—2 b,
>

(n+a)

cn
n
Snta> —

fir n > ng = 2|n|
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1.3 Haufig auftretende Funktionen

f(..)
1 konstanter Aufwand
log, log, n
logyn Binarsuche
Vn primitiver Primzahltest, planaren Graphen
n linearer Aufwand
n *logyn | Mergesort, untere Schranke fiir vergleichsbasiertes Sortie-
ren
n? quadratischer Aufwand, z.B. Quicksort im worst-case
n3 kubischer Aufwand
n*, k> 1 | polynomieller Aufwand -> “effizient”
2" exponentieller Aufwand, GroRe der Potenzmenge einer n-
Menge
n! Anzahl aller Permutationen
n" Anzahl aller Funktionen A — A, |A] =n
Summen | Hintereinanderausfiihrung
Produkte | Verschachtelung

Asymptotisch echt schnelleres bzw. langsameres Wachstum

Definition 2 (o und w). f(n)

lim (£22) = o

n—oo " 9(1)

Dann heilt g starke obere Schranke von f

5. Juni 2007

o(g(n)) & Ve > 03dngVn > ng: f(n) < cxg(n) &

f(n) =w(g(n)) < Ve > 03ng¥n > ng : f(n) > cxg(n)

ACHTUNG!! Es gibt Funktionen, die nicht vergleichbar sind bzgl. der O-Notation!!
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1 Fortsetzung O-Notation

Der Zweck ist die Beschreibung des asymptotischen Wachstums bei n — oo von
Funktionen f : N — R™, d.h. wir suchen eine einfachere Funktion, die das gleiche
Wachstum hat. Und das so einfach wie mdglcih und so klein wie moglich!

Anmerkung Eigentlich O(g(n) = {f : N — R|3¢ > 0...}. Es miisste also auch
f(n) € O(g(n)) heilen.

= o(loglog n)
log logn = o(logn)
logn = o(v/n)
\/ﬁ = o(ng
(
(

0

(n%)
2")
n!)

(n")

HII
S © °

1.1 Kochrezepte

1. d(n) =O(f(n)) und h(n) = O(g(n)). Dann gilt: d(n)+h(n) = O(f(n)+g(n)).
Gilt natiirlich auch fiir die Multiplikation.

2. Logarithmen, a > 1,b >0

log,. b
log.a

log, b = ,c>1

e Insebesondere folgt daraus log, n = ©(log.n)

e log,(n?) =2xlog,n
log,(n°) = cxlog, n

° alog2n — (2log2 a)logzn — 210g2 axloggn __ (210g2 a)10g2n — nlogza

3. f(n) = O(g(n)) = log,(f(n)) = O(log, g(n))
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Vn >ng: f(n) < cxg(n)
= log, f(n) <log,(c*g(n))
= log, f(n) < log, ¢+ log, g(n)
< d'log, g(n)
¢ = (log,c)+1

Logarithmieren erhalt im Allgemeinen nicht starke obere Schranken!
1
f(n) =+/n, g(n)=mn aber logv/n = §logn, logn = logn

4. a,b>0

o Hohere Potenz wachsen echt schneller! a < b = n% = o(n?)

e Jedes Polynom in n wichst echt asymptotisch schneller als jedes Polynom
in logn

(log, n)" = o(n")

e Jedes asymptotische Wachstum ist schneller als jedes polynomielle Wachs-
tum.

nb — 0<2a*n)
5. Sterling-Formel zum Abschatzen von n-Fakultat.
n n—&-%—&-o(i)
2mn (E> <n!<V2mn <E> e
e e

log,(n!) = ©(n *xlog, n) Warum ist das so? Wir schatzen nach oben und unten

ab:
N, n "
(5)2 <1#2%3x...x(n—1)xn<n" |log,
Elog2 I log,(n!) < nxlogyn
2 2 ————
=0O(nlogyn) =6(nlogzn)

= log,(n!) = O(nlogyn)
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2 Stetigkeit von Funktionen

f:R — Roder f: I — R, wobei I ein Intervall in R ist. Wir betrachten a €
I'U{—00,00} Untersuchen Verhalten von f(n) fir z € oo !

Definition 1. limf(x) = b < V Folgen (z,)neny mit x, # a : limzx, = a =

lim f(z,) = b.

linksseitiger Grenzwert: lim f(x) also alle z; < a.

r—a~
rechtsseitiger Grenzwert: lim+f(x) also alle z; > a.
r—a
Beispiel

1. f(z) =2* Va € Rlimf(z) = a®

r—a

2. Die Sprungfunktion hat in null keinen Grenzwert

fa) = {0x<0

1l >0

Da lim f(=}) =0, lim f(2) =1

r—00 T—00

3. f(z) =sin i,z # 0. hat in 0 weder links- noch rechtsseitigen Grenzwert!
Was ist aber mit g(z) = 2 % sin = ? lir%g(x) =0

2.1 Bestimmung von Grenzwerten

1. Grenzwertarithmetik lim f(z) = b, limg(z) =¢, b,c € R

lim(f(z) £ g(z))=b+tc

lim(g(z) * g(x) =bxc

c#OlimM:l—)

zag(z) ¢

2. Umformen von Funktionen durch kiirzen und erweitern

Vi+i-1 WVr+1-1)(z+1+1)

lim = lim —

1
z—0 1 x—0 x(\/gj + 14+ 1) 5
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3. Einschniiren. g(z) < f(z) < h(z) Vz

limg(z) = limh(z) =b= lim =b

r—a r—a r—a

sinx

Beispiel lin%T =7 Wir vermuten, dass der Limes 1 ist.
xr—

T 1
sin x COs T

sinzcoszf <x <tanz |:sinx = cosz <
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Zur Ubersicht und Wiederholung, es gibt folgende Méglichkeiten zur Grenzwertbestim-
mung:

1. Grenzwertsatze

2. Funktionsterme umformen

3. Einschniiren von Funktionstermen
4. Monotoniekriterium

5. L'Hopital-Regel

6. Reihendarstellung

1 Asymptoten

y = f(x) Funktionsterme (Graph der Funktion).
Asymptoten sind Geraden, an die sich die Funktionskurve anschmiegt.

Definition 1 (Asymptoten). Die Gerade y = c ist eine horizontale Asymptote der
Funktion f, wenn

lim f(x) = ¢ oder lim f(x)=c

T—00 r——00

Die Gerade x = a ist eine vertikale Asymptote der Funktion f, wenn

lim f(z) =t+oo oder lim f(x)= +o0

z—a™t T—a~

Die Gerade y = ax + b, a # 0 ist schrige Asymptote von f, wenn

lim (f(x) — az —b) =0 oder lim (f(x) —ax —b) =0

T—00

Beispiele f(z) = xiﬂ_ll)

f(x) hat eine vertikale Asymptote 2 = —1 und dazu eine schrage Asymptote y = x—2.
z(x—1)

—1 ist Nullstelle von z +1. lim = f00
z——1+ %
Polynomdivision
2
( x? —x)+(:v+1) =xr—2+
i LE2 o T+ 1
— 2
20+ 2

2
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lim (f(x) — (x—2)) = lim -2 =0

r——11 g1+

Allgemein fiir gebrochen rationale Funktionen f = % in gekiirzter Darstellung (99T (p(z), q(z)) =

1) gilt

e Falls deg p(x) = deg q(x) + 1, dann hat f eine schrige Asymptote die man
durch Polynomdivision berechnen kann.

e Ist deg p(xz) > deg q(x) + 2, dann gibt es keine schrigen oder horiontalen
Asymptoten.

e Falls deg p(xr) = deg q(x), dann gibt es eine horizontale Asymptote. Kann
natliirlich auch tiber Polynomdivision berechnet werden, geht aber auch einfacher:
Fir p(z) = an2" + ... und g(x) = bya" + ... ist die Gerade y = ¢

e Fallsdeg p(z) < deg q(x), dann ist die Gerade y = 0 eine horizontale Asymptote.

e Jede Nullstelle von g(z) definiert eine vertikale Asymptote.
Sei a eine k-Fache Nullstelle von ¢(x), also ein k-facher Pol und

2 Der Stetigkeitsbegriff

Definition 2 (stetig). I C R Intervall. Eine Funktion f : I — R heilt stetig auf I,
falls fiir alle Folgen (x,,) aus I mit lim z,, = a existiert der Grenzwert lim f(z,) und

r—00
ist gleich f(n).
f heiBt stetig auf I, wenn [ in jedem a € I stetig ist.
Achtung Wenn « ein Intervallrand ist, dann einseitiger Funktionsgrenzwert.

Satz 1 (Epsilon-Delta). f ist stetig in a genau dann wenn
Ve>030>0Wael:|jz—a|l<d=|f(zx)— fla)] <e€
Beweis 1.

< Ve>030 >0Wael:|r—a|l <d=|f(zx)— fla)| < € gilt also soll daraus f
stetig in a folgen. (x,) mit lim x, = a. Zu zeigen: lim f(x,) = f(a) & Ve >

03ng¥n > ng : | f(x,) — f(;)TCZ €.
Sei 6 = 0(€).
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limz, = a = Ye > 03Ing¥n > ng : |z, —a| < €. Setzte nun ¢ = §. Wir

rT—00
bekommen also ein ny. Verwende dieses ny in Ye > 03dng¥Vn > ng : |f(z,) —

fla)| <e Sein>ng. |ng—al <o=|f(ny) — fla)| <e€ O

= Indirekter Beweis. Wir zeigen —=(Ve > 036 > OVa € I : |[x —a| < 6 = |f(z) —
f(a)| <€) = fistnicht stetig in a, d.h. 3(z,,) mit :chrgo:pn = a und xlingof(xn) +
f(a)
—(Ve>030 >0Wael:|zv—a|l<d=|f(x)— fla)| <e€):Fe>0Vd> 03z €
I:|z—al <6N|f(x)— fla)] > e. Wir setzten fir§ + ein. § =+ &z, €
Iz, —al < 3 Af(@) = fla)] > €
(xn) : limx, = a, aber alle f(x,) liegen auBerhalb U.(f(a)) Daraus folgt

r—00

Jim f(5,) # f(a) =

f(z) ist stetig auf I. Va € IVe > 036 > 0Va € [ : |[x —a| <d=|f(z) — f(a)| <e
f ist gleichmaRig stetig auf I, falls Ve > 03§ > OVa € IVx € [ : |z —a| < § =

[f(z) = fla)] <€
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1 Fortsetzung Stetigkeit

Beispiel f(z) =1 fiir I = (0,00). Es soll gezeigt werden, dass f nicht gleichmaRig
stetig ist.
Zu zeigen: 3¢ > 0V > 0 Jxy, 20 € I 1 |o1 — 22| < SN |f(21) — f(22)] > €

1 1

Man wahlt e = 1. Sei § > 0 gegeben. - — =5 = m < 0. Man setzt z; = %,xz =

—= € I. Nach Konstruktion: |z; — 5| < 0, aber |f(z1) — f(z2)] = [n — (n+ 1)| =

1>e

Satz 1. Ist I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall und f : [a,b] — R stetig auf [a, b],
dann ist f gleichmaBig stetig auf [a,b].

Den Beweis konnen wir hier nicht fiihren, aber man konnte ihn iiber die Kompaktheit
im abgeschlossenen Intervall machen.

1.1 Stetige Ergdnzung

Ist f definiert auf I'\{a} und stetig auf diesem Bereich und lim f(z) existiert, dann

r—a

kann man diese Funktion durch eine “stetige Erganzung”

fla) == lim f(z)

r—a

zu einer stetigen Funktion auf I machen.

Beispiel f(z) = 22 ist definiert auf R\{0}. Wir wissen, dass lim¥2Z = 1. Die

x—0

Ergdnzung ist dann f(0) = 1.

1.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

o f gstetiginael
f &£ g stetig in a, f * g stetig in a und % stetig in a, wenn g(a) # 0

e Die Komposition stetiger Funktionen ist auch stetig
frg: R — R, mit fog definiert durch (f o g)(x) = f(g(z)). g stetig in a und
f stetig in g(a). Daraus folgt f o g stetig in a.
Beweis: 21 — a = g(z1) — g(a) — f(g(z1)) = f(g(a)) O

e f:]a,b] — R stetig auf [a,d].

— Nullstellensatz
Ist f(a)* f(b) < 0, d.h. f hat in a und b verschiedene Vorzeichen, dann
folgt Axo € (a,b) : f(xg) = 0.

_1-
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— Zwischenwertsatz
Zu jedem ¢ mit f(a) < ¢ < f(b) xg € (a,b) : f(zo) = c.
— Minimum-Maximum-Eigenschaft
31,02 € [0,8] (1) — min{ ()] € [a, ]} und (25) = max{ f(x)]a €
[a, b]}
Korrular: f ist beschrankt auf [a, b].
— Stetigkeit der Umkehrfunktion

Ist f auf [a,b] streng monoton wachsend oder fallend, dann existiert die
Umkehrfunktion f=1: f([a,b]) — [a,b] und f~! ist stetig auf f([a,b]).

2 Differentiation

Newton, Leibniz.

Voraussetzung f : I — R, I C R Intervall oder Vereinigung von nichttrivialen
Intervallen.

Definition 1 (Differenzierbarkeit). f : I — R heit differenzierbar in xy € I, wenn

lim M existiert.

T—T0
Dieser Limes wird Ableitung von f im Punkt xq genannt und mit f'(xy) bezeichnet.
Die Funktion f heiBt differenzierbar auf I, wenn f'(xq) fiir alle xo € I existiert. In

diesem Fall kann f' als Funktion von I mit R betrachtet werden.
r—x9=Ax=h

f(x) = f(zo)  flxo+ Az) — f(x0)

T — T Az

Dif ferenzenquotiont

[+ Az) — f(z)
\Al;:rilo Az

Vv
Dif ferentialquotient

y = f'(z) = lim H—ﬁ

o Az—0 Az a dx

Ableitung

J/

()

Beispiel f(z) = 22

i LEHAD = J@ — lim — lim 22+ lim Az = 2z
Axz—0 Az Axz—0 Az Axz—0 Az Az—0 Azr—
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Die Funktion f(z) = |z| ist im Punkt 2o = 0 nicht differenzierbar:

flwo+Ax) — f(zo) [Ax|—[0]  J1 fir Az >0
Ax Az |0 firAz<0

Grenzwert fiir Ax — 0 existiert nicht. Dies ist ein Beispiel fiir Funktionen, die stetig
aber nicht differenzierbar sind.

Satz 2. Ist f differenzierbar in xq, dann ist [ auch stetig in xg.

f(@) — f(@0)

f(x) = f(xo) = :E_—xo(m — o)
S (7(0) = o)) = Jig T )
= lim @) = f(wo) lim (z — zp) =

T—T0 r — TIg T—T0
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1 Fortsetzung Differentiation

1.1 Geometrische Interpretation

Hier ist lim, ., J@)=Jz0) gerade die Gerade durch die Punkte (z, f(x0)) und (z, f(z)).

T—x0
Der Anstieg dieser Sekante ist gerade —f(x;:icém)

(zo, f(z0)) ist y = f'(wo) (2 — x0) + f(20)

. Die Gleichung der Tangente durch

Anwendung Newton-Verfahren zur Nullstellenapproximation.
Sei z* die Vermutete Nullstelle und x; ein Punkt in der Umgebung.
[teration:

f(l‘n) + f'(%)(%ﬂ — ZE1) =0

n

Beispiel f(z)=2%—a

2
_ Tp—a _ 1 a
Tntl = Tp — gz — §<$n+ a)

1.2 Analytische Interpretation

Die Tangentengleichung ist “einfach”, d.h. linear und hat die Form a + bz

Gleicher Funktionswert in g

Gleiche Steigung wie f in x

f(zo)(x — o) + flxo) = \((f(xo) — f(zo)zo) + f'(w0) @

> S
e “gute” Approximation von f in Umgebung von xg
“Rest”
R(z) = f(z)(f"(x0)(x — z0) + f(0))
= f(z) — f(z0) = f'(20)(x — 20)
LR [ (GO R

T—=T0 T — X T—To T — X

= f'(z0) = f'(x0) =0
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1.3 Rechenregeln
Seien f,g: I — R differenzierbar.
o (f(z) +9(x)) = f(z) +d(z)
e Produktregel
(f(z) * g(z))" = f'(z) x g(x) + f(z) * g'(x)
Insbesondere (¢ * f(z)) = cx f'(x)

e Quotientenregel

S F@ol) 1)o@
g() (9@

Beweis 1 (Produktregel). Wir addieren eine geschickte 0.

f@)g(z) = flzo)g(xo) _ . f(2)g(x) — f(20)g(20) + (f(w0)g(z) — f(20)g(x)

lim = lim
T—x0 T — Zo T—Io Tr— X
T—To T — 2o r — TIg

= g(z0) f'(0) + f(x0) * ¢'(0)

Beweis 2 (Quotientenregel).

(z) 1
B _ flay« —
9(x) 9(z)
11 9(@o)—g(x)
lim 9(x) g(x) _ lim g(z—g(z)
z—x0 T — X r—x0 X — X
— 1
98— lm)
z—10 T — T g(x)g(xg
_ —g/(x0)
9(x0)?

1.4 Ableitungen trigonometrischer Funktionen

sinz) = cosx
(sinx)

(cosx) = —sinx
m
t = —xk
(tan z) . x7é2>k T
1
(cotz) = ———— x#kn,kel
sin® z
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Beweis 3 (Sinus-Ableitung).

sin(x + h) —sinz

1
= lim —(sinx cos h + cosx sin h — sin x)

}1113(1) h h—0 h
~ Jim(si cosh—1+ sin h
= hlir(l) sin x . CcoS & .

=0+cosxx1=cosx

Kettenregel Funktion z — f(g(x)), wobei f, g differenzierbar.

(f(g(2)))" = f'(g(z)) * ¢'(x)
Beweis 4 (Kettenregel).

Aflg(x)) _ Af(g(x)) * Alg(x))
Ax Ag(x)) * Ax

1.5 Hohere Ableitung

Die Ableitung der Ableitung von f heilit, falls sie existiert, 2. Ableitung von f. Sie wird
mit f”(z) bezeichnet.
Allgemein schreibt man

fO) = f(2)
f(2) = f'(x)

d
) () = L pn-1) >
@) = D) n
Definition 1.
e f ist n-mal differenzierbar, falls f(V@ . (1) existieren.
e f ist n-mal stetig differenzierbar, falls fM)@) . f()(z) existieren und stetig
sind.
Beispiele

1. f(x) = (sin(z® + 22)?)3

f'(x) = 3(sin(z® + 22)?)% x cos(2® + 22)? * 2(2® + 22) * (32% + 2)
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2. p(z) =32° —42® + 22 + 1

f'(z) =2|z| , istin O nicht differenzierbar

1.6 Anwendung

e Maxima/ Minima einer Funktion f : I — R. Man unterscheidet globale und

lokale Minima/ Maxima
Beispiel Definition des lokalen Maximum in a € I.

Je > Ovb € Ud(a) N1 : £(b) < f(a)

Kandidaten fiir mogliche Extremstellen von f : I — R:

— Randpunkte des Intervalls

— Nullstellen der Ableitung

Sei o Maximum. I ist offen. 3¢ > 0U (o) C I

. Af(x)

m —= >
mlimg Az 0
lim — (z) <0

eozi AT T

— Stellen, an denen die Ableitung nicht definiert ist.
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Satz 1 (Mittelwertsatz). f : [a,b] — R, ist stetig und auf (a,b) differenzierbar, dann
folgt

3r € (a,b) : f(x) = 1D =1@
b—a
D.h. der durchschnitliche Anstieg wird mindestens an einer Stelle angenommen.

Beweis 1. Definieren eine neue Funktion g : [a,b] — R. g(x) = f(x)—(x—b)w.

Es gilt g(a) = f(a) und g(b) = f(b) und g ist stetig. Daraus folgt, es existiert eine
Extremalstelle xy € (a,b) fiir g. Also ¢'(xo) = 0= 0= f(xo) — % Und das ist

fleo) = 121

1 Was lernt man aus f’ fiir f 7

e f'(x) >0 f ist streng monoton steigend auf 1.
e f'(x) > f ist monoton steigend.

e f'(x) =0 f ist konstant.

Korrolar  f, g differenzierbar auf I. f'(z) = ¢'(z) & f(x) = g(z) +c.
Beweis 2. Funktion h(z) = f(x) — g(x)

Beispiel [ = (—00,00), f(z) = —=

1+x2°
) = \/1+x2—%(1+$2)_1/2*2x: v1+x2—\/11+7*x
1+ 22 1+ a2
1

>0
V14 2?2

Somit ist die Funktion also streng monoton steigend.

Fakt 1 f auf (a,b) differenzierbar und hat in o ein Maximum, falls 3¢ > 0 : f'(x) >
0 fir z € (z — €,2) und f'(z) <0 fir z € (xo,z + €).

Fakt 2 f auf (a,b) zweimal stetig differenzierbar und f’(z¢) = 0 fiir ein xy € (a, b)
f"(z0) < 0= g ist ein lokales Maximum
f"(z0) > 0 = = ist ein lokales Minimum

Beweis 3. f'(xy) < 0 daraus folgt f'(x) < 0 in kleiner Umgebung von xy. Das
heiBt f'(x) ist in Umgebung monoton fallend, und daraus folgt wegen f'(x¢) = 0 ein
Vorzeichenwechsel.
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2 Kriimmungsverhalten / Wendepunkte

Der Wendepunkt wird im Vorzeichen von f” abgelesen.
"> 0=y = f(x) konvex von unten (Linkskrimmung)
/" < 0=y = f(x) konvex von oben (Rechskrimmung)

Definition 1 (Wendepunkt). Im Wendepunkt von f wechselt die Krimmung.

2.1 Kandidaten fiir Wendepunkte
e Punkte in denen f” nicht existiert.
e Punkte bei denen f”(xy) =0

Satz 2 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f,g auf (a,b) differenzierbar und
auf [a, b] stetig. Falls ¢'(x) # 0 fiir x € (a,b) dann folgt

f(0) = fla)  f'(wo)
g(b) —g(a)  g'(z0)

)
Beweis 4. Wir wissen g(a) # g(b) Wegen g'(z) # 0. Wir wihlen uns wieder geschickt
_f

eine Funktion: h(x) = f(x) ggz; *g( )

3z € (a,b) :

) = fia) ~ L= g
_ f(a)g(b) = fla)g(a) — f(b)g(a) + f(a)g(a)
9(b) = g(a)
_ fb) = f(a)
o) = 1) - L =L o)
_ f(0)g(b) = f(b)g(a) = f(b)g(b) + f(a)g(b)
9(b) = g(a)
h(z) = g(b) = 3z : h'(z) = 0 Daraus folgt 0 = f'(x) — ggzg:gés))g’(xo) O

3 L’Hopital-Regeln

f,g : (a,b) — R differenzierbar, ¢'(x) # 0. Falls f(z) — 0 oder f(z) — oo und

g(x) — 0 oder g(x) — oo fir x — b~ und lim, ;- ;:g)) € RU {£o00} dann folgt

lim M = lim [z)
e=b- g(x) b g'(2)

Analog geht das fir z — at.
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Beweis 5. Fall z — b~ f(z) — 0, g(z) — 0 fiir v — b~. Stetige Funktion von f
und g auf (a,b] und f(b) = g(b) = 0. Fiir jedes a < = < b gibt es nach dem

Mittelwertsatz ein © < xy < b mit f@) M
9(x) g'(wo) )

Wenn x — b, dann geht auch xy — b~. Dann ist lim,,_;- % = lim,_,;- g,g))
Beispiel

o3 —22—5x—3 . 322—2x -5 . 16

hm = |lim — = l1m = —

e—3 322 —Tx —6 =3  6x—7T z—3 11

sin x COS T

li = lim =1

z—0 I z—0 1
1 1 . sinx —zx ) cosx — 1 . —sinx
lim ——— =lm——=lim———— = lim - =0
=02 sinx =0 zsinzx t—0xcosx +sinx «—0cosx — xsSinx + cosx

4 Kurvendiskussion
Folgende Punkte gehéren zu einer Kurvendiskussion
e maximaler Definitionsbereich

e Symmetrie

— Gerade Funktion: f(—z) = f(z)Vx
— Ungerade Funktion: f(—z) = —f(x)Vx

e Polstellen f(z) = (xg_(zg)k,g(xo) # 0, g stetig. k gerade in xy dann kein Vorzei-
chenwechsel, andernfalls haben wir einen Vorzeichenwechsel.

e Verhalten im Unendlichen, Asymptoten

e Nullstellen

o Extremwerte, Monotonieintervalle

e Wendepunkte

e Skizze

5 Bestimmung von Nullstellen und Fixpunkten

y = f(z), f : [a,b] — R differenzierbar.
Eine Nullstelle ist ein = € [a,b] mit f(x) = 0 und ein Fixpunkt ist ein x € [a, b] mit

flx) ==

_3-
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Beobachtung Nullstellen von f(x) sind Fixpunkte von g(z) = = — f(x) und die
Fixpunkte von f(x) sind die Nullstellen von ¢g(z) = = — f(x).
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1 direkte Fixpunktiteration

Satz 1. f: [a,b] — [a,b] ist stetig differenzierbar. Notation: f € C"[a,b]. 30 < k <
Wz € [a,b] : |f(z)| <k <1
Es folgt

e 3! Fixpunkt x* € [a, D]

e Die Interationsfolge =, 11 = f(x,) konvergiert bei beliebigem Startwert gegen
den Fixpunkt x*.

d |xn —ZL'*| S ﬁkvn _xn—ll

Beweis 1. 1. Existenz von z*. Falls f(a) = a oder f(b) = b, dann sind wir fertig.
Also f(a) > anf(b) < b. Wir betrachten F(z) = f(z)—x F(a) > 0AF(b) < 0.
Hieraus folgt es existiert eine Nullstelle in F. Und das bedeutet es gibt ein
Fixpunkt x* in f.

Eindeutigkeit folgt aus dem Mittelwertsatz fiir Intervall.

2. |x,—x*| = | f(x,— f(z*)| ist nach dem Mittelwertsatz gleich | f'(v)||zp,_1—2*| <
k|x,_1 — x*| Daraus folgt |z, — z*| < k"|zq — z*|. Weil lim, .., k" = 0 ist
lim, o x, = x*.

3 |rp1 — 2% = |wpo1 —xp +xp — 2| |y — 2| < kx|, — 2] < Eklr,_g —
Tl + klz, — 2. |20 — 2| < 25|20 — 24 O
2 Newton-Verfahren

Ist zur ndherungsweisen Bestimmung von Nullstellen da. f(z) = 0. Es benutz die
Fixpunktiteration fir Fl(x) = 2 — % Voraussetzug f'(z9) # 0 auf [a,b]. zo € [a, b]

f(x)

T T )

Hinweis Es ginge auch G(z) = = — f(z) oder so, aber Newton wie oben braucht
schwichere Voraussetzungen.

Hinreichende Voraussetzung [ : [a,b] — R ist zweimal stetig differenzierbar,
f'(x) # 0 und ist konvex, d.h. die zweite Ableitung wechselt das Vorzeichen nicht. Die
Vorzeichen von f(a) und f(b) seien verschieden. Dann konvergiert die Newton-Folge
fir beliebigen Startpunkt xy gegen die einzige Nullstelle x*.

weild
nicht
mehr
wie
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Beispiel f(z) = 2% —2.

x2 -2
Tnt1l = Tp — 22,
n T,
0 1
1 1,5
4 | 1,4142136

3 Taylor-Formel

f(z) = (x — xo)™ ist Polynom. Was sind die Ableitungen?
/(@) = nla — )"
f"(@)=n*n—1)(z —2,)" 2

Was ist die k-te Ableitunge?
fO@)=nn-1)(n-2)...(n —k —1)(z —z,)" "
f(x) = n!

Alle hoheren Ableitungen sind dann 0.
An der Stelle xq ist nur die n-te Ableitung ungleich 0.

allgemeiner f(z) = a,(x — 20)" + an_1(x — 20)" ' + ...+ ai(x — x0) + ay fiir alle
kst f*)(z0) = ay, * k. Wir setzten a;, = 0 fiir z > n. Also ist a;, = % Hieraus
folgt

Beispiel f(z) = 23+ 222 — 2+ 6 f(x) soll an der Stelle +2 “entwickelt” werden.
Also in der form f(z) = Y2}_, ax(x — 2)

f(2) =20
f(2)=19
1'(2) =16
f"(2) =6
f(z) = ?—1—1—19@—2)1—1—126@ 2)? +g(x—2)3 = 20+19(z—2)+8(z—2)*+(z—2)*

_2.
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noch allgemeiner f sein eine beliebige n-fach differenzierbare Funktion. Wir be-
trachten

n ) (2
f@) =3 L — ) + o)

k!
k=0

Rest

Dies ist das n-te Taylor-Polynom von f im Entwicklungspunkt . Daraus folgt, Funk-
tionen und Abbleitungen stimmen mit f im Punkt xy lberein.

n=0 f(z)= f(xo) + Ro(x). Wegen des Mittelwertsatzes ist Ry(z) = f'(z)(x — xo)
fir ein z € (x, x0).

n=1 f(x) = f(xe)+f(x0)(x—1¢)+R (x) wegen Differenzenquotient lim,_,,, 212 —

z—x0
0

Satz 2 (Taylor-Formel). f: I — R und sei f n-mal stetig differenzierbar und xo € I.
Dann gilt

n ) (2 )
flx) = Z / k(‘ )(1: — x9)" + Ry(x) und
k=0 ’

lim B () =
e—zo (T — xo)"

Ist f (n + 1)-mal stetig differenzierbar, so ist

_ )

Finfx) = (n+ 1) (2 = o)™

fiir v < z < xq. Das ist das Lagrange Restglied.

3.1 Schlussfolgerung

f i la,b] — R n-mal stetig differenzierbar und sei zo € (a,b). f'(xo) = f"(xg) =
e = f(n—l) (ZE()) =0 und f(n) (ZE()) 7é 0.

e n ungerade: f hat in 2 kein Extremwert

e n gerade, f hat in xy Extremwert und Vorzeiche von f"(x) entscheidet ob
Maximum oder Minimum.

fur zo: f(x) = f(xo) + %(m — 29)" + Rp(x). Weil (f—nT(j))n — 0 fir z — z¢ wird

von M(x — x9)" das Vorzeichen von f(z) — f(xg) bestimmt. Wenn n ungerade,

n:

so gibt es einen Vorzeichwechsel, andernfalls keinen.

_3-
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Beispiel f(z) = 2. Dann ist f/(0) = f”(0) = 0 und f”(0) = 6. 3 ist ungerade,
also ist 0 kein Extremstelle!.

f(z) = 2* Dannist f'(0) = f"(0) = f®(0) = 0 und f*(0) = 24. Da 4 gerade ist,
ist 0 eine Extremstelle.

Achtung Kriterium ist hinreichend aber nicht notwendig! Das wird deutlich bei

O

Hier ist nimlich Vn : f™(0) = 0. Und trotzdem ist bei 0 ein Minimum.

Beweis 1.

n ) (g
fa) =3 T )y R ()

k

™) (g
= 1)+ T 0y )

f(x) — f(zo) N f(n)(xo) R, (x)

(x—z0)  n!  (x—mz)"
—_——

klein

n ungerade = (x —x)" wechselt in Umgebung von x das Vorzeichen. = f(x)— f(x)
nicht verschieden??? n gerade = (x—xo)" wechselt nicht das Vorzeichen in Umgebung
von xy. = Zahlen f(z) — f(xo) dndert das Vorzeichen nicht!.

Spezialfall
" fn)
flz) = / kl(o)xk — R, (z)
k=0 )
Beispiele

f(z) =sinx

f(z) = cosz = sin(z + g)
F(x) = cos(z + =) = sin(z + 2 % —)
F® (@) = sin(z + k* -)
0 k=2l
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Taylor-Polynom fiir sin x
n 2241 S B 22kt
T S L (R
2wt () ;( Ty Tt T | R Sy Gy oy
Taylor-Polynom von cos z mit Ableitung:
2 7t

T2k+1(x>:1—§+z—

f(z) =¢e® und f®)(z) =¢e® und fP(0) =1
o~ SM0) z? "
To(z) =) ST =l
k=1

fle)=1+2)",neN

k! k!

fE®O) nxn—D*xn—-2)...x(n—k+1) :(

f(n+1) (/{3) =0

(14 x)"

Korrolar Fiir klieine 2z nahe 0 ist

. T
sing — ¢ ~ ——
6
2
cosr — 1~ ——
2
e —1l~uzx
2
T
e —1—arx~—
2

1 Umkehrfunktionen

Frage Wie I6st man y = f(z) nach z auf?

n

k=

n

k

(Z) 2 +0

Definition 1. f : I — R und D C I. Dann ist f liber D umkehrbar, wenn es zu

Jjedem y € f(D) genau ein x € D gibt mit f(x)

Dies definiert die Umkehrfunktion g : f(D) — D

_2.
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Klar: Wenn g die Umkehrfunktion zu f ist, dann ist f die Umkehrfunktion von g.

Man schreibt f~!, aber Vorsicht, wenn man (f(z))™! = ﬁ meint!

Satz 1. 1. e Jede streng monotone Funktion f : D — R ist umkehrbar.

e Jede iiber einem Intervall I stetig differenzierbare Funktion mit f'(x) # 0
fir v € I ist iiber dem ganzen Intervall umkehrbar.

2. Die Graphen von y = f(x) und y = g(x), g ist Umkehrfunktion von f, sind
symmetrisch bezglich der Gerade y = .

3. f umkehrbar und differenzierbar in I. Vx f'(g(x)) # 0 = ¢'(z) = m
Beweis: f(g(x)) = x differenzieren: f'(g(x) x ¢'(x) =1 = ¢'(z) = m

1.1 Spezielle Umkehrfunktionen
b

1. y = ax + b hat Umkehrfunktion 22 — 2

2. Wurzelfunktion mit rationalen Exponenten: f(z) = 2™, x € R. Wenn n gerade,
dann ist's umkehrbar fir x € R™ = {z € R|x > 0}. Wenn n ungerade ist, dann
ist f liber ganz R umkehrbar.

S 1 1 1
Fiir rationalen Exponenten: x» = {/x. zn = (z=)™.

Ableitung:
1 1 1 1 1_
(l‘n)/ et T g T = —In 1

n(zw)»t  mxzxlTw N

3. trigonometrische Funktionen
arcsin : [—1,1] — [~F, §] und y = arcsinz <> o = siny

I 1 o
cos(arcsinz) /1 —sin'(arcsinz) V1 — 22

arccos : [—1,1] — [0, 7]

(arcsinzx) =

1
Via

arctanz : R — (=%, %)
arccot x : R — (0, 7)

(arccosz) = —

1
tanz)’ =
(arctan x) T2
tx) =—
(arccot x) e
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1 Exponential- und Logarithmusfunktionen
1.1 Die Exponentialfunktion e”
e’ = exp(x) = lim, (1 + Z)"

1. e =1,e* > 0Vx

2. (") =e”
Beweis:
d d x d x 1
—et = 1 1+-)") =1 1 = [ 14 2yl =
oo = - (lm (14 —)%) = lim (— (1 + )) Jim (n(1+ )" % )
= lim ((1+—) (1+§))_6 xl=e

3. Jede auf Intervall I differenzierbare Funktion f(x) mit f'(z) = a * f(x) ist von
der Form f(x) = ¢ * e fiir eine Konstante c.
Zunachst: (e*xe ") = ee " +ee ¥ (—1) = 0 = e"e " + ¢ fiir eine Konstante
c. Fire=0:1x1=¢c
Jetzt kénnen wir das Beweisen:
Sei f = af’. Betrachte g(z) = f(z) * e~ . Dann ist

g'(x) = flx)e™™ — af(w)e_”
=af(z)e”™ —af(x)e ™ =0
= g(xr) =cfireinceR
c= f(z)*xe ™ |xe™

= c*x e = f(x) xe e = f(x)

Korollar ¢e*7¥ = e%eV.
Beweis: Fixiere y € R. f(x) = e ¥ — f, — f, — f, = ¢,€e”. fir z = 0 folgt z, = €.



Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 21 3. Juli 2007

1.2 Kurve

~——

o
N
o)

~
o
Y -

e streng monoton wachsend

e links gekriimmt (konvexe Funktion)

e lim, . e" =00
lim, , e =0

o lim, .o & = oo fiir jedes n € N

1.3 Der natiirliche Logarithmus Inx

exp : R — R* streng monoton, deshalb existiert die Umkehrfunktion In : R” — R.
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e 4

elnl=0

lhz<0fir0<z<1

In ist rechts gekriimmt

e (Inz) =45=12

elnz

Korollar

1. In(zy) =lnz +Iny
)

In(}) =Inz —Iny

Inx

2. limy, oo = 0 fiir jedes n

1.4 Allgemeine Exponential- und Logarithmusfunktion

a>0,a R
x:lna, a’ = (eac)r — erlna

Rechenregeln a® x a = a®™, (a % b)® = a®b®, 77
Ina® =xx1Ina
(@) =a®lna
Umbkehrfunktion zu a” ist log, z =

Inz
Ina
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2 Hyperbelfunktionen

Dies sind sinh, cosh, tanh coth. Wobei

. et —e* et +e " sinh z cosh z
sinh = ——— cosh = ——— tanhx = und cothx = —
2 2 coshzx sinh =

2.1 Kettenlinie

y = acosh £ hat den Scheitelpunkt bei (7, a)

2.2 Rechenregeln

— sinh z = sinh(—x)

cosh z = cosh(—x)

sinh(z + y) = sinh x coshy + cosh x sinh y
cosh(z + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y

cosh? z — sinh?*z = 1
2.3 Ableitungen

(sinhz)" = coshz

(coshz)" = sinhx

1
tanhz) = ———

( ) cosh? z
Zur Erinnerung: sinxz = 62'9572‘6_7'w,(:osx = % Dies schlagt sich in den Taylor-
Reihen nieder

3 ab
smx:x—y—l-g...

b — x3 b

sin x—x—l—g—l—g...
2 ot

cosx:l—g—i-z...
2 4

coshx:1+§—|—z...

Merke, es gibt eine enge Verwandtschaft zwischen Exponential- und trigonometrischen
Funktionen.
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sinh ist streng montoton steigend, deshalb existiert eine Umkehrfunktion (area sinus
hyperbolikus).

et —e "
y=— nach x auflésen

(e")? —2ye" —1=0
=" =—-y+Vyr+1

x =arcsinh y =In(y + y?> + 1)
y = arccosh v = In(x + Va2 — 1)
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1 Integration

1.1 Bestimmtes Integral (Riemann-Integrierbarkeit)

Sei f : [a,b] — R beschrankt.
Durch das Integral kann die Flache zwischen Funktionsgraph und x-Achse bestimmt
werden.

Formal Man betrachte die Unterteilung Z von |a, b].

a=x1 <xy<...T,=0>0. Wr ordnen hier noch die “Giite” von Z zu:
1Z]| = max |21 — x4

Z, ist feiner also Z,, wenn Z; alle Zwischenpunkte von Z, enthilt.

Fir Z; € [z, xi41] — Z?;ol f(z) * (z;41 — x;). Die nennt man Riemann-Summe.

Z sei so eine Zerlegung. Dann ist die Obersumme

und die Untersumme

n—1

Us(2) = Zinff(z)(a:iﬂ — ), 2z € |xiTe1

i=0
Was passiert bei Verfeinerung des Rasters?

e Obersummen fallen (schwach monoton)

e Untersummen steigen (schwach monoton)

Daraus folgt, es existiert ein Grenzwert der Untersummen:

sup Us(Z) ::/ f(z)dz

Und natiirlich existiert auch der Grenzwert der Obersummen:

inf O;(Z t/‘f

Definition 1 (Riemannintegral). f : [a,b] — R heiBt Riemannintegral, falls

/f w_/f m_/f
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Beispiel
1. f(x)=c
n—1
VZ U (Z2)=04(2) =Y (i1 — 1)
=0
n—1
=c) (Tiy1 — i)
=0
=c(b—a)
b
:>/ cdr = ¢(b—a)
2. z € [a,b
1 z==2
J(x) = {O sonst
VZ :Up(Z)=0
Os(Z) =2 x||Z]]

Bei Verfeinerung geht ||Z|| — 0. Deshalb ist inf O¢(Z) =0
b
/ f(z)dz =0

3. Sprungfunktion von Dirichlet. f:[0,1] - R

~J0 2€Qn]0,1]
ﬂ@_{1x¢@mmu

VZ UpZ) =0
Os(2)=1
Diese Funktion ist also nicht Riemannintegrierbar

Definition 2. f : [a,b] — R Riemann integrierbar und nicht negativ. dann heilit

LU@@

die Fliche zwischen Kurve f(x) und x-Achse.

_2.
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Anmerkung
o f regular, Fliche [”|f(z)|dx

e Formel: b < a: f;f(x)dx =— [ f(z)dx

1.2 Eigenschaften der Riemannintegrale

1. Monotonie f,g: [a,b] = R
b b
ww@zmm:/fmmz/mwm

2. | f, fl@)da| < [ |f(x)|de
3. Linearitdt f,g: [a,b] = R. a,F € R

| at@)+ sgtrts = a [ g@ia 5 [ gla)da
Beweis: Uy ,(Z) > Up(Z) — U, f(Z). Wann gilt das?
nf(f(2) — 9(2) % (it — 22) > inf F(2)(ia — 23) + inf g(2) (wier — )
— inf(f(2) — g(2) > inf f(2) + inf g(2)

4. Zusammengesetze Intervalle. Sei a < ¢ < b.

/abf(:r)d:r = /acf(:r)drx + /cb f(z)dz

Kriterium [ : [a,b] — R beschrankt. f ist Riemann integrierbar genau dann wenn
Ve > 037 :|0p(Z) —Us(Z) < €|

Daraus folgt folgender Satz.

Satz 1. f: [a,b] — R beschrankt. Sei f monoton, dann ist f Riemann integrierbar.

Beweis 1. f wachsend. Z aquidistante Zerlegung x; = a + ~(b — a).

ONZ) = Uy(2) = Y[ i) = S s — )
= S () — ()
b—a -

Dies geht fiir n — oo gegen 0 !
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Satz 2. f: [a,b] — R beschrankt. Wenn f stetig ist, dann ist f Riemann integrierbar.

Beweis 2. f auf [a,b] stetig, dann ist f gleichmaPBig stetig auf [a, b}
Wiéhle e > 0, 6 > 0, so dass |z —y| < 0. Daraus folgt | f(x) — f(y)| < 3. Wir wihlen
Z mit ||Z]| < 6.

-1

0;(2) = Us(2) = Z(Supf( ) — inf f(2)) (i1 — )

3

AN

-~ -
=]
)

_a(xiﬂ—mi): b_a*(b—a)

Il
™

2 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz 3. f:[a,b] — R stetig und g : [a,b] — R stiickweise stetig und nicht negativ.

b b
32 € latl: [ flag(o)ds = ) [ gla)ds
Beweis 3. m = min f(z), M = max f(x). g ist nicht negativ. Es folgt

mx* g(x) < f(x) * g(z) < Mg(z)

Aus der Monotonie folgt

/ dx</f x<M*/abg(x)dx.

Also 3 € [m, M] : f f(x)g(x)dx = ufabg(m)dm. Da f stetigist 3z : f(2)=p. O

2.1 Anwendung von bestimmten Integralen

Volumenberechnung von Rotationskdrpern. Wir lassen f umd die x-Achse rotieren. Die
Flache der Kreisscheibe bei x ist A( ) 7(f(x))?

Cavalieri: Vol = fab A(z)dx = 7rf ))?dx

Beispiele Kreiszylinder, f(x) = r. Dann ist V = 7be r?dx = 7r3(b — a)
Paraboloid. f(z) = \/z. Dannist V = [(f(2))%dz = 7 [} xdw = 7 * L

2
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Ziel f:[a,b] — R. Finde eine Stammfunktion F' fiir f mit

Satz 4 (Haupsatz der Integral- und Differentialrechnung). f : [a,b] — R ist stetig.
= [ f(t)dt ist Stammfunktion von f(x).

2. Ist F(x) Stammfunktion von f(z), so gilt:
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Beweis des Hauptsatzes Sei h # 0, o =z + h € [a,b].

—F(z+h) — F(x) — f(z) z.z. geht gegen null mit h — 0
1 1 z+h
:|E(/ t)dt — / f(t)dt) E/m fx)dt |

Lf(z) 21" 1dt=1 f(x)h=F(x)
LN / (x)dt)|
!hl

Sm\h\ sup{|f(t) — f(z)[} — 0777

Hieraus folgt: Falls F'(x f f(t)dt + ¢ Stammfunktion von f(x).

:/jf(t)dtJrc
:/:f(t)dHc
:/abf(t)dt—l—c—c

]

Definition 1 (unbestimmtes Integral). Die Menge der Stammfunktionen von f wird

/f(:z:)d:v

bezeichnet und heilt unbestimmtes Integral.

1 Techniken zum Integrieren

Es gibt drei tolle Techniken, die hoffentlich einem bei der Kunst des Integrierens wei-

terhelfen.
e Partielle Integration
e Substitution

e Partialbruchzerlegung
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1.1 Partielle Integration

u, v : [a,b] — R ist stetig differenzierbar.

dies kommt von der Produktregel der Differentialrechnung. welche da lautet (u(z)v(z) =

u'(z)v(@) + u(z)v'(z)

Beispiele

1. [ze*dx. Wir sagen © = u(z) und ¢* = /(). Dann folgt x % ¢” — [e* =
(x —1)e* + ¢

2. [x?sinxdz. Wir sagen v'(z) = sinz und u(z) = 2. Dann ergibt sich
—cosx * 2% + 2/xcosxdx

Jetzt muss weiter mit dem Integral weitergemacht werden: [z % cosaxdx =
rxsinz — [sinzdr = xsinz + cosx + ¢. Insgesamt ergibt sich

—cosz x>+ 2xrsinx + 2cosx + ¢

3. flna:'d:c = xxlnx — fx(ln:c)’dx = x * Inx — x + ¢, wenn man als zweite
Funktion eine 1 nimmt.

4. [e®cos2xdr = e cos2x+2 [ e*sin2xdr = €” cos 2z+2(e” sin 2x—2 [ €” cos 2xdzx)

1.2 Substitution
Da gibt es einen Haufen von Regeln fiir:

L Flgla) = F(gle) g/ (2)

- / Fla(@))g (@)dz = Flg(x)) +
Fiir bestimmte Integrale:
b g9(b)
[ Hlo@)g @)ds = Fla®) - Flo@) = [ rieya

Und wieder ein paar Beipiele
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Beipiele

1 [ %dw = [ +dt =In|t| + ¢ = In|g(x)| + ¢ mit der Substitution g(x) = ¢ und
dt = ¢'(z)dz

2. [esmTcosxdr = [eldt = e' + ¢ = e"* + ¢ mit der Substitution ¢ = sinz und
dt = cos xdx

3. F(z) = [-£dr. Mit + = Int ergibt sich dv = 1 % dt Dann haben wir

t

tztildt:f(l_tQ = )dt = t—i—|t+1|—|—c_e +|z§ﬁ

1.3 Partialbruchzerlegung

Wir zum Integrieren von rationalen Funktionen benutzt.

/ dx
22 —5r+6

Wir schreiben mal das Polynom anders: 22 — 5x + 6 = (z — 2)(z — 3).

1 A N B A(x-3)+B(x—-2) (A+B)x—(3A-2B)
2+5x+6 -2 -3  (z-3)(xz-2) x=5r —6
Wir bekommen also A = —1 und B = 1 raus. Hiermit folgt also insgesamt
dz dz
. — |z -2/ +1In|z—
/m—2+/m—3 nle—2+Injz -3/ +c

Das wird zum Gliick aber nicht in der Klausur rankommen - puh!

2 Uneigentliche Integrale

Dies sind Integrale der Form

[ s [ st [ st

oder Integrale unbeschrankter Funktionen z.B.

L
4
/a\/ix
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2.1 Unendliche Grenzen

f:[a,00] — R. Sei f ber jedem Intervall [a, A] integrierbar. Falls

existiert und es gilt

00 A
/ f(z)dx = /}En f(z)dx

Analog funktioniert das mit f_aoo f(z)dx. Daraus ergib sich

/_Z fz)de = /_; f(z)dx + /aoo f(x)dx

Beispiele

1. floo %dm,s > 1

A
1 1 1 1 1
S dr— = A ) =
/1 s T 1—5( ) 1—3s
2. f o leQdac 2k [ zdr = fOA —dx = arctan z|¢". Der Limes ist lim 4_c arctan A =

Z. Die gesuchte Fliche ist also 7.
3. fooo coswdx = lim_,. sin A ist divergent.

f : (a,b] in a nicht definiert, aber f Ve : 0 < € < b — a intergrierbar liber [a + ¢, b]

/f d:v—hm/ f(x

falls existiert.

Beispiel fol Ldz mit0<s<1

b1 I 1

T
xs 1—s 1—s S

€
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Hinweis
O ginx F
1. fo SE ]y existiert.
2. Eulersche Gamma-Funktion

['(x) = / e " <0
0

[(x+1)=xxT'(z) vergleiche mit n!



Naja von Schmude MAFI 2 - Vorlesung 24 12. Juli 2007

1 Potenzreihen

Ziel: f : [a,b] — R darstellbar als f(z) = >, fr(x) mit fi(x) “einfach”, d.h. hat

z.B. die Form fi(z) = azz* -> Paritalsumme.

Definition 1 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen). Y77 ay konvergent genau dann wenn
Ve > 03zoVn, m > ng : |s, — sp| < €.

1.1 Rechenregeln

ap=k=b

k=0

Z(akibk) =axb
k=0

o0
E cxap=Cc*a
k=0

Vorsicht beim Klammern weglassen bzw. setzten! Und auch Vorsicht beim Umordnen
der Glieder!

1 1 1 1
m2=1-—>4=——4-_

i 5737175
‘mo—o0+iv0-ti0
3 1 1 1
"M2=1404=—=+4—-40...
2n —+ +3 2+5+

Die ist eine Umordnung der Reihe!

Definition 2 (absolute Konvergenz). ».°  ay heilt absolut konvergent, falls

[e.e]
P
k=0

konvergent ist.

1.2 Vergleichskriterien

0 < |ag| = bi¥e > ko und >, _, by, konvergent so folgt > 7~ aj auch konvergent.
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?-Kriterium a; = 0 fiir £ =? und konvergent (a’;—:l) so gilt

o
1| <l= Z ay absolut konvergent
k=0

. Ak+
lim |
k—oo A

hm ’ Qp+1

oo
|>1= Z ay nicht konvergent
oo Ak k=0

Falls limj,_.. | 5| kann keine eindeutige Aussage getroffen werden.

Wurzelkriterium VEk > k.
o0
Vap < qg <1 fir 77q = Zak konvergent

k=0

Beispiele kein Bock gehabt mitzuschreiben ...

1.3 Folgen von Funktionen
fr:la,b) = R

Definition 3. (fi) konvergiert punktweise gegen f.[a,b] — R falls
Vo € [a,b] : klim fr(x) = f(x)

Hier kann die Konvergenzgeschwindigkeit von einzelnen x abhangen. Wenn man das
ausschlieRen moéchte, dass es ungleichmalRig ist, braucht man die gleichmaRige Knver-
genz:

Definition 4. (fi.) gleichmaBig konvergent gegen f falls
Ve > 0dzgVr > xoVa € [a,b] : |f(x) — fu(x)] <€
Satz 1. ? f, stetig und f,, auf [ gleichmaBig konvergent, dann ist auch f stetig.

Beweis 1. VedzoVa > xoVz|f(z) — fu(x)] <€

|f(@) = f(@o)] = |f(2) = fao(2) = fro(®) = fao(@0) + fuo(x0) — f(0)]
< | fao(@) = f(@0)| — 26 = 0

Satz 2 (Integration und Differenziation der Grenzfunktion).
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1. (fx) — [ gleichmaPBig konvergent und 7 f. stetig. Dann gilt

k—oo

/(hm fr(z dw—/ f(x)dr = lim abfk(l’)dl’

2. fr — f punktweise konvergent, alle f stetig differenzierbar und Folge (f.) ist
gleichmaBig konvergent, dann folgt

F'(e) = (lim fi(x)) = lim fi(2)

Vorsicht  fi(z) und f; : [a,b] — R. fi hat Knickpunkte in (0,0), (, k), (,0) Was
ist die Grenzfunktion? Diese ist f(z) = 0 fir 2 € [0,2]. Das Integral von fab frdx =1,
aber das der Grenzfunktion ist 0!

1.4 Potenzreihe

> ne o axx®. Das Ziel ist f(x) iiber [a, b] als Potenzreihe darzustellen. Wir interessieren
uns furM = {z € R| >_.°, ara® konvergent}.

R sup{z € M} M beschrankt
R M unbeschrankt

heilt Konvergenzradius der Potenzreihe.
Es gibt drei Moglichkeiten: R =0, R 7, R = o0

1. >0, ka* daist dann R = 0 weil fiir z # 0 keine Nullfolge.
2. Yt daist R=1

3. 3000, % hier ist dann R = oo



