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1 Aufgabe 1

Es ist zu zeigen, dass die folgenden Sprachen nicht regulär sind.

a) Es wird durch das Pumping-Lemma gezeigt, dass die Sprache L = {anban|n ∈ N}
nicht regulär ist.
Die Behauptung ist, die Sprache L sei regulär. Dann gibt es ein Wort w der Länge
k ≥ 1. Wir wählen nun das Wort w = akbak. Bei regulären Sprachen muss dann eine
Zerlegung von w in w = uvx geben, so dass durch das �aufpumpen� von v zu vi es
eine reguläre Sprache bleibt. Nun werden alle möglichen Zerlegungen betrachtet:

1. v besteht nur aus as, und zwar sind diese aus der linken Worthälfte. Durch das
Aufpumpen erhält man ak+ibak. Dieses Wort ist also nach der De�nition 6∈ L.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme!

2. v besteht wieder nur aus as, allerdings diesmal aus der rechten Worthälfte. Auch
hier erhält man durchs Pumpen ein Wort 6∈ L, und zwar akbak+i. Auch hier der
Widerspruch zur Annahme.

3. v ist das b. Dann erhält man durchs Pumpen akbiak, welches nicht in L liegt.
Widerspruch!

4. v besteht aus as und dem b. Dann wird durch das Aufpumpen ein Wort erzeugt,
bei dem die Reihenfolge von as und bs durcheinander gerät (z.B. aa|ab|aaa =>
aa|abab|aaa). Dies ist also auch nach Annahme nicht Element von L. Auch hier
ein Widerspruch.

Mehr Möglichkeiten einer Zerlegung gibt es nicht, da also alle Möglichkeiten Wörter
erzeugen, die nicht in L liegen, war unsere Annahme, dass L eine reguläre Sprache ist,
falsch.

b) Auch hier wird durch das Pumping-Lemma die Nichtregularität gezeigt. Sei L =
{a2n|n ∈ N} unsere Sprache.
Wir nehmen an, dass die Sprache regulär ist, also die Aussage des Pumping-Lemmas
gilt. Sei w = a2k

unser Wort der Länge k ≥ 1. Dann gibt es eine Zerlegung w = uvx,
so dass durch das Aufpumpen von v das Wort immer noch in L liegt.
Wir schauen uns alle möglichen Zerlegungen uvx an:

1. v besteht aus einer geraden Anzahl von as. Sei diese Anzahl j. Dann lässt sich
unser Wort w schreiben als a2k−j aj︸︷︷︸

=v

. Wir pumpen jetzt v mit i = 2 auf und

erhalten a2k−j a2j︸︷︷︸
=v

= a2k−j+2j = a2k+j, da 2 j teilt, erhalten wir einen Faktor
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m, für den gilt 2m = j. Damit ergibt sich also a2k+2m = a2k+1+m. Selbst wenn
m wieder den Faktor 2 enthält, bleibt immer im schlechtesten Fall der Faktor 1
übrig, also a2k+1+1. Und dies ist nicht ein Wort aus der Sprache L. Dies ist ein
Widerspruch zur Annahme!

2. Wenn v aus einer ungerade Anzahl von as besteht, nennen wir wieder diese
Anzahl j. Dann folgt a2k−j aj︸︷︷︸

=v

. Wir pumpen wieder v mit i = 2 auf:

Dann ergibt sich a2k−ja2j = a2k−j+2j = a2k+j. Da j nicht durch 2 teilbar ist,
kann es nicht als Vielfaches von 2 dargestellt werden. Und somit liegt dieses
so gebildete Wort nicht in der Sprache L. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur
Annahme!

Da beide möglichen Fälle zu Widersprüchen führen, muss also die Annahme, dass es
sich um eine reguläre Sprache handelt, falsch sein.

c) Es ist zu zeigen, dass die Sprache L = {anbm|m,n ∈ N, m 6= n} nicht regulär ist.
Angenommen, sie wäre regulär, dann müssten auch die Abschlusseigenschaften gelten.
Vor allem müsste dann das Komplement L = Σ∗\L auch regulär sein.
Das Komplement enthält alle Wörter, die nicht in L enthalten sind. Unter anderem auch
alle w ∈ {anbm|m,n ∈ N, n = m} = {anbn|n ∈ N}. Diese Sprache ist aber, wie in der
Vorlesung gezeigt wurde, nicht regulär. Es können also nicht die Abschlusseigenschaften
gelten, das heiÿt, dass die Annahme, L sei eine reguläre Sprache, falsch sein muss.
Demnach handelt es sich um eine nicht reguläre Sprache.

2 Aufgabe 2

a) Die Linksableitung für das Wort w = 01000010 lautet

S -> 0S0 -> 01S10 -> 010S010 -> 0100S0010 -> 01000010

Der dazu gehöirge Ableitungsbaum sieht wie folgt aus:
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S

/ | \

0 S 0

/ | \

1 S 1

/ | \

0 S 0

/ | \

0 S 0

|

eps

Es wird also durch die Sprache Wörter erzeugt, bei denen es sich um Palindrome
handeln. Dies kann so erklärt werden, dass die Ersetzung immer nur in der Mitte des
Wortes geschieht und jeweils auch immer links und rechts das gleiche angefügt wird.

b) Die Linksableitungen für die Wörter w1, w2 und w3 lauten

w1: S -> AR -> aAR -> aR -> abRc -> abbRcc -> abbcc

w2: S -> QC -> aQbC -> abC -> abcC -> abccC -> abcccC -> abccc

w3: S -> QC -> aQbC -> abC -> abcC -> abc

Die Ableitungsbäume sehen dann wie folgt aus:

w1: w2: w3:

S S S

/ \ / \ / \

A R Q C Q C

/ \ / | \ / | \ / \ / | \ / \

a A b R c a Q b c C a Q b c C

| / | \ | / \ | |

eps b R c eps c C eps eps

| / \

eps c C

|

eps

Durch diese Sprache werden nur Wörter erzeugt, die nie ein a und ein c hintereinander
haben. Dies geschieht dadurch, dass man entweder Wörter hat, die anfänglich durch
QC oder mit AR gebildet werden und somit immer, wegen dem Q bzw. R wenn
überhaupt mindestens ein b enthalten. Es gibt jedoch nie die Möglichkeit zu AC, wo
hier die einzige Möglichkeit läge auf ein direktes aufeinander folgen.
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3 Aufgabe 3

a) Man kann bei der ersten Sprache von Aufgabe 2 argumientieren, dass jede Ab-
leitung maximal ein neues Nichtterminalzeichen erzeugt (das S), und es somit immer
auch nur eine Möglichkeit zur weiteren Ableitung gibt. Demnach muss also jede Ablei-
tung eindeutig sein.

Die zweite Sprache von Aufgabe 2 ist nicht eindeutig, da man z.B. das Wort abc
durch zwei unterschiedliche Ableitungen erzeugen kann:

S S

/ \ / \

Q C A R

/ | \ / \ / \ / | \

a Q b c C a A b R c

| | | |

eps eps eps eps

b) Angenommen, die Dycksprache, die durch S → (S)S|ε erzeugt wird, ist nicht
eindeutig. Dann muss es Wörter geben, die verschiedene Ableitungen haben. Gucken
wir uns dazu also die einfachst möglichen Wörter an, aus denen alles andere abgeleitet
werden kann, dies wäre zum einen (()) und ()().

S

/ / \ \

( S ) S

/ / \ \ |

( S ) S eps

| |

eps eps

Es müssten nun eigentlich noch weitere Ableitungsbäume geben, die das gleiche Wort
erzeugen. Diese müsste man durch umstellen des ursprünglichen Baumes erhalten. Wir
gucken uns alle Möglichkeiten an:

S

/ / \ \

( S ) S

| / / \ \

eps ( S ) S

| |

eps eps
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Mehr Möglichkeiten gibt es nicht als den linken und rechten Teilbaum zu vertauschen.
Man sieht, dass man aus (()) durchs vertauschen ()() erhalten hat. Dies ist o�ensicht-
lich nicht das selbe Wort. Dies ist allerdings ein Widerspruch dazu, dass man nach
Annahme verschiedene Ableitungsbäume erzeugen können müsste. Demnach muss die
Annahme falsch sein, es handelt sich also um eine eindeutige Dycksprache.

- 5 -


