Naja von Schmude ~ GTI - Lésungen zum 4. Aufgabenzettel 21. Mai 2007
Tutorium: Maurice, donnerstags 14h

1 Aufgabe 1

Es ist zu zeigen, dass die folgenden Sprachen nicht regular sind.

a) Eswird durch das Pumping-Lemma gezeigt, dass die Sprache L = {a"ba™|n € N}
nicht regular ist.

Die Behauptung ist, die Sprache L sei reguldr. Dann gibt es ein Wort w der Lange
k > 1. Wir wihlen nun das Wort w = a*ba*. Bei reguliren Sprachen muss dann eine
Zerlegung von w in w = uvx geben, so dass durch das “aufpumpen” von v zu v’ es
eine reguldre Sprache bleibt. Nun werden alle moglichen Zerlegungen betrachtet:

1. v besteht nur aus as, und zwar sind diese aus der linken Worthalfte. Durch das
Aufpumpen erhilt man a**'ba*. Dieses Wort ist also nach der Definition ¢ L.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme!

2. v besteht wieder nur aus as, allerdings diesmal aus der rechten Worthilfte. Auch
hier erhilt man durchs Pumpen ein Wort ¢ L, und zwar a*ba**. Auch hier der
Widerspruch zur Annahme.

3. v ist das b. Dann erhilt man durchs Pumpen a*bia*, welches nicht in L liegt.
Widerspruch!

4. v besteht aus as und dem b. Dann wird durch das Aufpumpen ein Wort erzeugt,
bei dem die Reihenfolge von as und bs durcheinander gerat (z.B. aalablaaa =>
aalabablaaa). Dies ist also auch nach Annahme nicht Element von L. Auch hier
ein Widerspruch.

Mehr Moglichkeiten einer Zerlegung gibt es nicht, da also alle Mdglichkeiten Worter
erzeugen, die nicht in L liegen, war unsere Annahme, dass L eine reguldre Sprache ist,
falsch.

b) Auch hier wird durch das Pumping-Lemma die Nichtregularitit gezeigt. Sei L =
{a*"|n € N} unsere Sprache.

Wir nehmen an, dass die Sprache regular ist, also die Aussage des Pumping-Lemmas
gilt. Sei w = a?" unser Wort der Linge k > 1. Dann gibt es eine Zerlegung w = uvz,
so dass durch das Aufpumpen von v das Wort immer noch in L liegt.

Wir schauen uns alle méglichen Zerlegungen uvzx an:

1. v besteht aus einer geraden Anzahl von as. Sei diese Anzahl j. Dann ldsst sich

unser Wort w schreiben als a> =7 _a’ . Wir pumpen jetzt v mit i = 2 auf und
=v

erhalten 2" ~7 ¥ = a®~i%% = ¢2"+J da 2 j teilt, erhalten wir einen Faktor

=v
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m, fiir den gilt 2m = j. Damit ergibt sich also a?+2™ = """ *+™_ Selbst wenn
m wieder den Faktor 2 enthilt, bleibt immer im schlechtesten Fall der Faktor 1
iibrig, also a2""'*1. Und dies ist nicht ein Wort aus der Sprache L. Dies ist ein
Widerspruch zur Annahme!

. Wenn v aus einer ungerade Anzahl von as besteht, nennen wir wieder diese

Anzahl j. Dann folgt 2"~ o’ . Wir pumpen wieder v mit i = 2 auf:

—~—
Dann ergibt sich a2* 7% = ¥ ~9+2 = ¢2"+i_ Da j nicht durch 2 teilbar ist,
kann es nicht als Vielfaches von 2 dargestellt werden. Und somit liegt dieses
so gebildete Wort nicht in der Sprache L. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur
Annahme!

Da beide moglichen Fille zu Widerspriichen fiihren, muss also die Annahme, dass es
sich um eine reguldre Sprache handelt, falsch sein.

c) Esist zu zeigen, dass die Sprache L = {a™b™|m,n € N, m # n} nicht regular ist.
Angenommen, sie wire regular, dann missten auch die Abschlusseigenschaften gelten.
Vor allem miisste dann das Komplement L = X*\ L auch regulir sein.

Das Komplement enthilt alle Woérter, die nicht in L enthalten sind. Unter anderem auch
alle w € {a"b™|m,n € N,n =m} = {a"b"|n € N}. Diese Sprache ist aber, wie in der
Vorlesung gezeigt wurde, nicht regulér. Es kénnen also nicht die Abschlusseigenschaften
gelten, das heiRt, dass die Annahme, L sei eine reguldre Sprache, falsch sein muss.
Demnach handelt es sich um eine nicht reguldre Sprache.

2 Aufgabe 2

a) Die Linksableitung fiir das Wort w = 01000010 lautet

S

-> 0S80 -> 01510 -> 010S010 -> 010050010 -> 01000010

Der dazu gehdirge Ableitungsbaum sieht wie folgt aus:
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Es wird also durch die Sprache Worter erzeugt, bei denen es sich um Palindrome
handeln. Dies kann so erkldrt werden, dass die Ersetzung immer nur in der Mitte des
Wortes geschieht und jeweils auch immer links und rechts das gleiche angefiigt wird.

b) Die Linksableitungen fiir die Worter wq, wo und w3 lauten

wl: S -> AR -> aAR -> aR -> abRc -> abbRcc -> abbcc
w2: S -> QC -> aQbC -> abC -> abcC -> abccC -> abcccC -> abccc
w3: S -> QC -> aQpbC -> abC -> abcC -> abc

Die Ableitungsbaume sehen dann wie folgt aus:

wl: W2: w3:
S S S
/ \ / \ / \
A R Q C Q
/\ /1A / 1\ / 0\ / 1\ / \
a A b R c a Q b C C a Q b c
I /1A I / 0\ I
eps b R ¢ eps c C eps
I /\
eps c C
I
eps

Durch diese Sprache werden nur Wérter erzeugt, die nie ein a und ein ¢ hintereinander
haben. Dies geschieht dadurch, dass man entweder Wérter hat, die anfanglich durch
QC oder mit AR gebildet werden und somit immer, wegen dem Q bzw. R wenn
iiberhaupt mindestens ein b enthalten. Es gibt jedoch nie die Moglichkeit zu AC, wo
hier die einzige Moglichkeit lage auf ein direktes aufeinander folgen.

-3-
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3 Aufgabe 3

a) Man kann bei der ersten Sprache von Aufgabe 2 argumientieren, dass jede Ab-
leitung maximal ein neues Nichtterminalzeichen erzeugt (das S), und es somit immer
auch nur eine Méoglichkeit zur weiteren Ableitung gibt. Demnach muss also jede Ablei-
tung eindeutig sein.

Die zweite Sprache von Aufgabe 2 ist nicht eindeutig, da man z.B. das Wort abc
durch zwei unterschiedliche Ableitungen erzeugen kann:

S S
/ \ / \
Q C A R
/ 1\ / \ / \ /1N
a Q@ b C C a A b R ¢
| | I I
eps eps eps eps

b) Angenommen, die Dycksprache, die durch S — (5)S|e erzeugt wird, ist nicht
eindeutig. Dann muss es Worter geben, die verschiedene Ableitungen haben. Gucken
wir uns dazu also die einfachst méglichen Warter an, aus denen alles andere abgeleitet
werden kann, dies wire zum einen (()) und ()().

S
// \ A\
( s ) S
/ 7/ N\ |
(s )s eps
| |
eps eps

Es miissten nun eigentlich noch weitere Ableitungsbdume geben, die das gleiche Wort
erzeugen. Diese miisste man durch umstellen des urspriinglichen Baumes erhalten. Wir
gucken uns alle Moglichkeiten an:

S
/7 \ A\
¢ s ) S
| /7 N\
eps (S ) S
| |
eps eps
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Mehr Méglichkeiten gibt es nicht als den linken und rechten Teilbaum zu vertauschen.
Man sieht, dass man aus (()) durchs vertauschen ()() erhalten hat. Dies ist offensicht-
lich nicht das selbe Wort. Dies ist allerdings ein Widerspruch dazu, dass man nach
Annahme verschiedene Ableitungsbdume erzeugen kdnnen miisste. Demnach muss die
Annahme falsch sein, es handelt sich also um eine eindeutige Dycksprache.



