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GTI - Lösungen zum 8. Aufgabenzettel 17. Juni 2007

1 Aufgabe 1

Es ist zu zeigen, dass sie Sprache L = {wcv|w, v ∈ {a, b}∗, w 6= v} kontextfrei ist.
Dies kann gezeigt werden, in dem ein Pushdown-Automat konstruiert wird, der die
Sprache erkennt. Sei M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, Z0) dieser Automat. Die Idee ist, dass wir
einen Automaten konstruieren, der (nicht deterministisch) guckt, ob entweder v und w
verschieden lang sind oder ob an genau einer beliebigen Stelle unterschiedliche Zeichen
stehen (welche natürlich auch nicht deterministisch ausgesucht wird, diese Stelle wird
ab jetzt i-tes Zeichen genannt). Der PDA sieht nun also wie folgt aus:

Q = {q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6}
Σ = {a, b, c}
Γ = A, B, X,Z0

δ(q0, a, Z0) = {(q0, Z0), (q1, XZ0)︸ ︷︷ ︸
wenn ungleich lang

, (q2, AZ0)︸ ︷︷ ︸
wenn ite Stelle ungleich

}

δ(q0, b, Z0) = {(q0, Z0), (q1, XZ0)︸ ︷︷ ︸
wenn ungleich lang

, (q2, BZ0)︸ ︷︷ ︸
wenn ite Stelle ungleich

}

δ(q1, a,X) = (q1, XX)

δ(q1, b, X) = (q1, XX)

δ(q1, c, X) = (q3, X)

δ(q3, a,X) = (q5, ε)

δ(q3, b, X) = (q5, ε)

δ(q5, a,X) = (q5, ε)

δ(q5, b, X) = (q5, ε)

δ(q5, a, Z0) = (q5, Z0)

δ(q5, b, Z0) = (q5, Z0)

δ(q5, ε, Z0) = (q5, ε) w 6= v akzeptiert

δ(q2, a, A) = (q2, A)

δ(q2, a, B) = (q2, B)

δ(q2, b, A) = (q2, A)

δ(q2, b, B) = (q2, B)

δ(q2, c, A) = (q4, A)

δ(q2, c, B) = (q4, B)
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δ(q4, a, A) = { (q4, A)︸ ︷︷ ︸
nicht ites Zeichen

, (q6, A)︸ ︷︷ ︸
ist ites Zeichen

}

δ(q4, b, A) = { (q4, A)︸ ︷︷ ︸
nicht ites Zeichen

, (q6, ε)︸ ︷︷ ︸
ist ites Zeichen

}

δ(q4, a, B) = { (q4, B)︸ ︷︷ ︸
nicht ites Zeichen

, (q6, ε)︸ ︷︷ ︸
ist ites Zeichen

}

δ(q4, b, B) = { (q4, B)︸ ︷︷ ︸
nicht ites Zeichen

, (q6, B)︸ ︷︷ ︸
ist ites Zeichen

}

δ(q6, a, A) = (q6, A)

δ(q6, a, Z0) = (q6, Z0)

δ(q6, b, B) = (q6, B)

δ(q6, b, Z0) = (q6, Z0)

δ(q6, ε, Z0) = (q6, ε) i-tes Zeichen unterschiedlich, akzeptiert

Eine Kon�guratiosfolge sieht dann z.B. so aus: (q0, abacaab, Z0) ` (q0, bacaab, Z0) `
(q2, acaab, BZ0) ` (q2, caab, BZ0) ` (q4, aab, BZ0) ` (q4, ab, BZ0) ` (q6, b, Z0) `
(q6, ε, Z0) ` (q6, ε, ε).

2 Aufgabe 2

Die gegebene Sprache L = {0n1n|n ∈ N} ∪ {0n12n|n ∈ N} kann nicht durch einen
deterministischen PDA erkannt werden, und zwar aus folgendem Grund: Man kann
einen deterministischen Automaten bauen, der L1 = {0n1n|n ∈ N} erkennt (für jede
0 schreibe 0 auf den Stack und für jede 1 nimm eine Null runter) , und einen der
L2 = {0n12n|n ∈ N} erkennt (für jede 0 schreibe 00 auf den Stack und nimm für jede
1 zwei Nullen runter). Das Problem ist, dass der PDA, der die Vereinigung erkennt, im
ersten Schritt Nichtdeterminismus bräuchte, um zu entscheiden, welcher Weg gegangen
werden soll. Andernfalls, wenn man sagt, man liest nur L1 und behält einfach Z0 so
lange im Keller, bis kein Zeichen mehr eingegeben wird, dann kann nicht bestimmt
werden, dass tatsächlich doppelt so viele 1en wie 0en eingegeben wurden. Hier würde
auch jedes Wort mit mehr Einsen als Nullen akzeptiert.

3 Aufgabe 3

Ein PDA mit zwei Kellern würde formal so de�niert werden:

M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, Z0)

Die Parameter sind äquivalent zu denen eines normalen PDAs, nur die Überführungs-
funktion δ sieht ein wenig anders aus: δ : Q × (Σ ∪ {ε}) × Γ × Γ → 2Q×Γ∗×Γ∗ . Und
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zwar steht am Anfang in jedem Keller das Startsymbol und durch lesen eines Zeichens
können auch beide Keller gleichzeitig verändert werden, müssen aber nicht.

Ob dieser PDA auch höhere Sprachklassen, als kontextfreie Sprachen erkennt, kann
dadurch überprüft werden, ob dieser PDA so de�niert werden kann, dass er die Spra-
che L = {anbncn|n ∈ N} erkennt, da diese nicht kontextfrei ist.
Die Antwort ist, dass ein solcher PDA gefunden werden kann, der die Sprache erkennt.
Und zwar kann das wie folgt gemacht werden. Für jedes gelesene a, wird auf Keller 1
das Kellersymbol A geschrieben, bei Keller 2 passiert noch nix. Für jedes b, das gelesen
wird, wird ein A von Keller 1 gelöscht und gleichzeitig ein B auf Keller 2 geschrieben.
Und wenn wir nun bei den c angekommen sind, dann wird für jedes c ein B von Keller
2 gelöscht. Wenn das Wort zur Sprache gehört, dann steht nach dem Lesen des Wortes
auf jedem Keller nur noch das Startsymbol, welche durch einen Übergang, der ein ε
liest, gelöscht werden können.
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