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1. Aufgabe

a) Der Algorithmus ist korrekt, da sich jedes Element mindestens 1 mal angeschaut und
verglichen wird. Dazu kommt, dass immer nur um eine Position vertauscht wird; deshalb
wandern große Zahlen automatisch ans Ende des Arrays. Nach dem ersten Durchlauf ist so
sichergestellt, dass das größte Element ganz am Ende steht, und somit nicht mehr betrachtet
werden muss (darum darf die innere Schleife auch dann immer nur bis n− i laufen).

b) Für ein Array der Länge 1 brauchen wir praktisch keine Zeit, da wir keinen Schleifen-
durchlauf und somit auch keine Vergleiche oder Vertauschungen haben. Man nehme also
T (1) = 0 an.
Für n Elemente wird n mal hintereinander eine Schleife mit n − i Iterationen aufgerufen,
wobei i jedes mal um eins erhöht wird (angefangen bei 1). Für n − i Iterationen benötigt
mal also auch die Laufzeit von n− i. Mathematisch ergibt dies

T (n) = (n− 1) + (n− 2) + (n− 3) + . . . (n− (n− 1)) + 0︸ ︷︷ ︸
n Summanden

=
n∑

i=1

n− i

=
n∑

i=1

n−
n∑

i=1

i︸︷︷︸
=

n(n+1)
2

= (n + . . . + n)︸ ︷︷ ︸
n mal

−
(

n(n + 1)

2

)

= n ∗ n− n2 + n

2
=

2n2 − n2 − n

2

=
n2 − n

2

Man vermutet, dass die Laufzeit in Θ(n2) liegt. Dazu muss gelten:

∃c1, c2 > 0∀n : c1 ∗ g(n) ≤ f(n) ≤ c2 ∗ g(n)

c1 ∗ n2 ≤ n2 − n)

2
≤ c2 ∗ n2

⇔ c1 ≤
n2 − n

2 ∗ n2
≤ c2

⇔ c1 ≤
n− 1

2n
≤ c2

Dies gilt, da c1 = n−2
2n

und c2 = 1
2

gewählt werden können.
Demnach ist die Laufzeit asymptotisch zu n2.

c) Die Anzahl der Vergleiche ist immer die selbe, da egal wie das Array sortiert ist immer in
jedem Schleifendurchlauf geprüft wird, welches der nebeneinanderliegenden Elemente größer
ist.
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2. Aufgabe

a) Das rekursive Verfahren sähe wie folgt aus:

if a(0) then return 0, if a(1) then return 1
else

return a(N) = a(N-1) + a(N-2)

Zur Berechnung von a(0) und a(1) benötigt man eine konstante Zeit, nehmen wir hier als
Dauer eine Zeiteinheit. Also

T (0) = T (1) = 1

Als Laufzeit für Größe n ergibt sich unmittelbar

T (n) = T (n− 1) + T (n− 2) + 1︸︷︷︸
Zeit der Addition

Um zu zeigen, dass die Laufzeit exponentiell ist, geht man von dem Ansatz T (n) ≥ c ∗ 1, 5n

aus und beweist dies per Induktion.

Induktionsanfang Wir zeigen die Aussage für die beiden Rekursionsanker wahr ist:

T (0) = 1 ≥ c ∗ 1, 50

⇒c ≤ 1

T (1) = 1 ≥ c ∗ 1, 51

⇒c ≤ 2

3

Die Aussage stimmt, da hier jeweils ein c existiert.

Induktionsschritt Es gelte T (n) ≥ c ∗ 1, 5n und T (n − 1) ≥ c ∗ 1, 5n−1, dann gelte auch
T (n + 1) ≥ c ∗ 1, 5n+1.

T (n + 1) = T (n) + T (n− 1) + 1

≥ c ∗ 1, 5n + c ∗ 1, 5n−1 + 1 | nach I.V.

≥ c ∗ 1, 5n−1(1, 5 + 1) + 1 = c ∗ 1, 5n−1(
5

2
) + 1 = c ∗ 1, 5n−1(

5
2
3
2

∗ 3

2
) + 1

≥ c ∗ 1, 5n(
5

3
) + 1

Jetzt komm ich einfach nicht weiter, ich bezweifele nach längeren Überlegungen auch, dass
das so funktioniert, also die Induktion meine ich ...

Wenn man davon ausgeht, dass alle Rekursionen gleichzeitig aufgerufen würden, dann würde
der Platzbedarf genau der Anzahl der Blätter des durch den Algorithmus aufgespannten Bau-
mes entsprechen. In den Blättern kann nur eine 1 oder eine 0 stehen (die Rekursionsanker),
somit braucht man also mindestens a(n) Plätze. Da aber nicht nur Einsen in den Blättern
stehen, sondern auch Nullen vorkommen, ist der Platzbedarf noch größer. Durch Abzählen
kommt man genau auf einen Platzbedarf von a(n + 1)!
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b) Ein schnelleres Verfahren besteht darin, berechnete Werte zu speichern, da durch die
normale Rekursionsformel die gleichen Werte mehrfach berechnet werden. Ein Algorithmus
sähe wie folgt aus:

if a(0) then return 0, if a(1) then return 1
else

prüfe, ob a(N) schon berechnet
wenn ja, return a(N)
wenn nein, berechne a(N) = a(N-1) + a(N-2) und speichere den Wert ab

Für T (0) und T (1) benötigt man wieder konstante Zeit, man nehme also wieder T (0) =
T (1) = 1 an. Durch das Zwischenspeichern aller Zwischenergebnisse ergibt sich, dass der
Zweig a(n−2) schon in der Berechnung von a(n−1) enthalten ist und somit schon Verfügbar,
daraus ergibt sich nun folgende Formel für T (n):

T (n) = T (n− 1) + 1︸︷︷︸
V ergleich,ob bereits berechnet

+ 1︸︷︷︸
Zeit fuer letzte Addition

= T (n− 1) + 2

= T (n− 2) + 2 + 2 = T (n− 2) + 2 ∗ 2

= T (n− r) + 2 ∗ r

= T (n− n) + 2 ∗ n = T (0)︸︷︷︸
=1

+2n = 2n + 1

Wie man sieht, kann man hier die Fibonaccizahlen in linearer Zeit (O(n)) berechnen.

3. Aufgabe

a) Der rekursive Algorithmus sähe wie folgt aus:

potentz(a,n)
{

if n = 1
return a

if n gerade
return (potenz(a,n/2))^2

else
return (potenz(a, n/2 abgerundet)^2 * a

}

Für den Fall, dass n = 1, erhalten wir für die Anzahl der Multiplikationen M(1) = 0. Es wird
im weiteren angenommen, dass das Quadrieren als eine Multiplikation zählt. Der schlechteste
Fall wäre, dass durchs halbieren immer wieder eine ungerade Zahl entsteht (z.B. bei wie bei
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n = 15 → 7→ 3→ 1):

M(n) ≤M(bn
2
c) + 2︸︷︷︸

quadrieren+Multiplikation mit a

≤M(bn
4
c) + 2 + 2

≤M(bn
8
c) + 2 + 2 + 2

≤M(bn
r
c) + 2 ∗ log2 r mit r = 2k

≤M(bn
n
c) + 2 ∗ log2 n

≤M(1)︸ ︷︷ ︸
=0

+2 ∗ log2 n

≤ 2 ∗ log2 n

Für den Spezialfall n = 2k oder n = 2k + 1 kann die Anzahl der Multiplikationen ganz genau
bestimmt werden: Es reicht sogar aus nur den gerade Fall zu betrachten, da sich der Fall für
ungerade n aus dem geraden Fall für n − 1 zusammen setzt und dann eine Multiplikation
zusätzlich hat. Es ergibt sich also:

M(n) = M(
n

2
)︸ ︷︷ ︸

Multiplikationen d. rek. Aufrufs

+ 1︸︷︷︸
Quadrieren

= (M(
n

4
) + 1) + 1 = M(

n

4
) + 2

= M(
n

8
) + 3

= M(
n

r
) + log2 r mit r = 2k

= M(
n

n
) + log2 n = M(1)︸ ︷︷ ︸

=0

+ log2 n

= log2 n

Als Anzahl für Multiplikationen ergibt sich also:

M(n) =

{
log2 n n gerade

log2(n− 1) + 1 n ungerade

Die Anzahl der Multiplikationen verhält sich also asymptotisch zu log2 n. Dies ist also deutlich
besser als die triviale Variante.

b)
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potenz = a
solange n != 1
{

if letzte Stelle von n in Binärdarstellung = 1 (n ist ungerade)
schiebe n in Binärdarstellung um eins nach rechts
potenz = potenz^2 * a

else
schiebe n in Binärdarstellung um eins nach rechts
potenz = potenz^2

}
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